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Der vorliegende Artikel stellt eine kritische Ubersicht iiber die moderne 
quantenmechanische Theorie kristalliner Elektronenleiter dar. In der Uber- 
sicht ist das Schwergewicht auf die Behandlung der Kristalle nach der Mehr- 
elektronentheorie gelegt worden, die in den Arbeiten sowjetischer Physiker 
(N. N. BoGoLjusow, S. W. TJABLIKow, 8S. 1. PEKAR, S. W. WONSSOWSKI 
u. a.) entwickelt wurde. 

Gegenwiirtig macht die Quantentheorie der Kristalle eine gewisse Krisis durch, 
da die Méglichkeiten des am meisten verbreiteten Einelektronen-Modells 
(des sog. Zonen- oder Biindermodells) schon ausgeschépft sind und die weitere 
Anwendung dieser Theorie bei der Erklirung der realen Eigenschaften der 
Kristalle zu Schwierigkeiten prinzipiellen Charakters fiihrt. Der Grund dieser 
Schwierigkeiten liegt in der grundlegenden, vereinfachenden Voraussetzung 
dieses Modells, nach der die Wechselwirkung der Elektronen im Kristall 
vernachlissigt wird. Wird dieser Umstand nicht beriicksichtigt, so fiihrt das 
notwendig zu qualitativ falschen SchluBfolgerungen der Theorie. 

Die Annahme, daB die SchluBfolgerungen der Hinelektronentheorie absolut 
richtig seien und uneingeschriinkte Giiltigkeit hitten, ist fiir die amerikanischen 
und englischen Physiker (SLATER, VAN VLECK, MOTT, STONER u. a.) 
besonders charakteristisch”) und ein typisches Beispiel fiir die erkenntnis- 
theoretischen Quellen der in der Wissenschaft auftretenden Entstellungen, 


1) Ungekiirzte Ubersetzung des in Uspechi. Fiz. Nauk 48, 289, 1952 erschienenen Artikels. 
2) Nach Kenntnis der deutschen Redaktion teilen die genannten Autoren besonders in 
ihren neueren Arbeiten durchaus Wonssowskis Bedenken beziiglich der Giiltigkeit der 
EKinelektronenniherung (Anm. d. dtsch. Red.). 

17 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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vor denen LENIN (1934) gewarnt hat. Die sowjetische Wissenschaft muB 
auch auf diesem Gebiet der theoretischen Physik fiihrend sein und Wege 
zur weiteren Entwicklung der in einer Entwicklungskrise stehenden Quanten- 
theorie aufzeigen. 


§1. Einfithrung 


Die Schaffung einer modernen physikalischen Theorie der Kristalle ist eine 
der Aufgaben, welche von der Quantenmechanik vieler Mikroteilchen zu 
lésen ist. Zahlreiche Untersuchungen haben ergeben, daB die gegenseitige 
elektrische Beeinflussung der Kerne und Elektronen (aus denen alle kristal- 
linen Stoffe bestehen) die wesentliche und fiihrende Rolle bei der Bildung 
des kristallinen (geordneten, kondensierten) Zustandes der Materie spielt. 
Die anderen bekannten Typen der Wechselwirkung — magnetische Wir- 
kungen, Kernkrafte, Wirkungen der Gravitation — spielen eine zweitrangige, 
untergeordnete Rolle. Die quantenmechanische Bewegungsgleichung hat fir 
das betrachtete System (eines homéopolaren Kristalls) in der normalen 
Koordinatendarstellung folgende Form?): 


(1,1) th OW ieee De nes, Ry) 


dabei ist der Energieoperator des Systems 


= HY (r,t ae hee Ree 


Rea iy ae a. ee aor ie ee 
»2) coal Maa R; 2m j= rj 1 N> #1 n)+ 


Hier sind der erste und zweite Summand jeweils die entsprechenden Opera- 
toren der kinetischen Kern- und Elektronenenergie, wihrend der dritte 
Summand den Operator der potentiellen Energie der elektrischen Wechsel- 
wirkung zwischen allen N Kernen und » Elektronen darstellt. Da verstiand- 
licherweise mathematische Schwierigkeiten auftreten, ist es bis jetzt noch 
nicht gelungen, eine derartig allgemeine Gleichung genau oder auch nur 
niherungsweise zu lésen. Der Hauptgrund dieser Schwierigkeit liegt in der 
,Unordnung der Koordinaten der Mikroteilchen in der Funktion V der 
sleichung (1,2). Es gelingt auch nicht, irgendwelche Hinweise auf die all- 
gemeinen Kigenschaften der Lésungen der Gleichung (1,1) zu erlangen, wenn 
man keine vereinfachenden Annahmen iiber die Form der Funktion V macht. 
Dariiberhinaus sprechen einige Autoren, wie WLASSOW (1950), die Ver- 
mutung aus, dafs die Quantenmechanik in ihrer derzeitigen, nicht relativisti- 
schen Form ,,zur Zeit weder die Vorgiinge der Bildung des Kristalls noch seine 
periodische Struktur erkliren kann‘, Nach unserer Meinung ist eine der- 
artige SchluBfolgerung zumindest iibereilt. Es handelt sich darum, da®B die 
,,Kritik der Quantenmechanik, die zu der SchluB8folgerung kommt, daS 
diese nicht geeignet ist, die Existenz eines Kristalls zu erkliren, nicht auf 
der Analyse der allgemeinen Gleichung (1,1), sondern auf der Analyse 


') Zur Vermeidung unnoétiger Komplikationen wurde die zwar im deutschen Schrifttum 
nicht tbliche, jedoch cindeutige und unmibverstiindliche Formelschreibweise des 
Originals — Vektoren fett etc. — beibehalten (Anm. d. dtsch. Red.). 
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der nach der Methode des ,,self consistent field‘‘ erhaltenen Néiherungs- 
gleichungen begriindet ist. 8. W. TJABLIKOW (1949) hat gezeigt, daB man, 
allerdings bei vereinfachenden Annahmen, aus den Gleichungen der Quanten- 
mechanik eine periodische Lésung vom Typ des Kristallgitters erhalten kann. 
Ohne Zweifel existiert vorliufig keinerlei Gesamttheorie des Kristalls. Gew6hn- 
lich benutzt man als Niherung die Vorstellung, da8 ein Kristall ein aus zwei 
,,autonomen Systemen bestehendes Aggregat sei —- eines Kristallgitters, 
in dessen Gitterpunkten die positiv. geladenen Ionen!) liegen, und eines 
Systems, das die Elektronen des Gitters in kollektiver Form enthilt (Valenz- 
elektronen und ihnen folgende Elektronen isolierter Gasatome). Diese Auf- 
teilung des Kristalls in zwei Bestandteile, die schon ihrem Wesen nach eine 
Niaherung darstellt, kann im Hinblick auf die Erkenntnis der realen Eigen- 
schaften der Materie dann von Nutzen sein, wenn man sie nicht fiir absolut 
richtig und uneingeschrankt giiltig halt. Der angegebenen Niherung liegt 
folgende Vorstellung zugrunde. Es wird vorausgesetzt, daB die potentielle 
Energie V des Systems in der Gleichung (1,2) als Summe dreier Summanden 
dargestellt werden kann: 


(1,3) V (R, «++ Ry, ty -++ Pn) = Via (tae Ta) + Vo (Ry--+ Ry) + 
+ Vz (Ry:-- Ry, T--+ Tn), 


wo V, die potentielle Energie der Wechselwirkung der Elektronen unter- 
einander, V, die potentielle Energie der Wechselwirkung der Ionen unter- 
einander und JV, die potentielle Energie der Wechselwirkung von Ionen und 
Elektronen ist. Wir setzen (1,3) in (1,2) und diese Gleichung wiederum in 
die Wellengleichung (1,1) ein. Darauf suchen wir eine Lésung der letzteren 
in Produktform: 


(1,4) Pe Py (ry a R, -++ Ry) + Fron (R, --- Ry), 


wo Wy die Wellenfunktion der Elektronen ist, welche von den als Parametern 
eingefiihrten Ionenkoordinaten abhiingt und wo Yon die Wellenfunktion 
der Ionen ist. Es ist iiblich, diese Nitherungslésung von (1,1) als adiabatische 
Lésung zu bezeichnen, da in jedem vorgegebenen Augenblick das Elektronen- 
system durch eine Wellenfunktion beschrieben wird, die eine raumfeste Lage 
der Ionen zur Voraussetzung hat. Selbstverstiindlich gilt eine derartige 
Niherung nur dann, wenn bei den im Kristall betrachteten Vorgingen die 
Elektronen sich auf Grund des grofBen Massenunterschiedes wesentlich 
schneller bewegen als die Ionen. Man kann leicht zeigen [vgl. etwa SEITZ 


“i m 
(1940)], daB man mit einer Genauigkeit bis zu Gliedern der Ordnung — 


M 


1) Auf die Moéglichkeit einer derartigen Aufteilung des Kristalls in ein lonengitter und 
fiuBere Elektronen an Stelle der Aufteilung in ein Gitter der Kerne und die Gesamtheit 
aller Elektronen weisen Beobachtungen der charakteristischen Réntgenspektren fester 
K6rper hin, welche praktisch denselben Liniencharakter haben wie die Spektren der 
isolierten Gasatome. Diese aus Versuchen folgende Tatsache zeigt, daf die inneren 
Schalen der Elektronenhiille isolierter Atome bei deren Vereinigung zu einem Kristall 
im wesentlichen erhalten bleiben und daf} man infolgedessen von einem Ionengitter 
sprechen kann. 

17* 
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fiir die Teilfunktionen der Elektronen und Jonen zwei einzelne Wellen- 
gleichungen erhalt. Fiir die Bestimmung der stationaren Zustiinde der Elek- 
tronen gilt: 


(1,5) H! Wy, = By (Ry --- Ry) Yea. 


Hier ist die Energie des Elektronensystems Hy, eine Funktion der als Para- 
meter eingefiihrten Kernkoordinaten und 


A A h2 N 
H’ =H + xa i Be 
fiir die Ionen gilt: Zt ED SN) 
eae 
oY) OM a Ag, Pion + Em (Ry --- Ry) Your = HP isn 


Daraus geht hervor, daf die Elektronenenergie Hy, in der Wellengleichung 
der Ionen als potentielle Energie auftritt, wahrend / die Gesamtenergie 
des Systems ist. 

Mittels der adiabatischen Naherung ist es méglich, in der Theorie der Kristalle 
die die Elektronen und Jonen betreffenden Aufgaben getrennt zu betrachten'). 
Aber man darf nicht vergessen, da die Aufteilung des realen Kristalls in zwei 
Untersysteme den Charakter einer Naiherung hat, und man muB in jedem kon- 
kreten Hinzelfall begriinden, ob es méglich ist, diese Naherung anzuwenden. 
Die Wechselwirkung des Elektronensystems und des Ionensystems kann 
man in erster Naherung als kleine St6rung betrachten. Insbesondere bei der 
Lésung kinetischer Aufgaben (elektrische Leitfihigkeit, Wéarmeleitfahig- 
keit usw.) betrachtet man diese Stérung als Ursache fiir Uberginge beider 
sich gegenseitig beeinflussender Systeme zwischen ihren stationiren Grund- 
zustanden (Zusammenst6Be von Elektronen mit Phononen usw.). 

In der vorliegenden Ubersicht werden uns vor allen Dingen diejenigen Fragen 
interessieren, die mit den Eigenschaften des Elektronenanteils des Kristalls 
zusammenhingen, und erst am Schlu8 werden wir uns kurz mit der zweiten 
Seite des Kristallproblems beschiftigen (s. § 9). Bevor wir uns der allgemeinen 
quantenmechanischen Behandlung des Elektronensystems im Kristall zu- 
wenden, verweilen wir noch bei der Frage der Klassifikation der verschie- 
denen Typen kristalliner Elektronenleiter (§ 2), sowie bei der kritischen Durch- 
sicht der einfachsten Modelle dieser Kristalle: des Modells des ,,Elektronen- 
gases’ und der sog. ,,Zonen‘‘- Quantentheorie (§§ 3 und 4). Darauf wird das 
Hauptthema des Berichts behandelt: die Mehrelektronentheorie der Kristalle 
($§ 5—8). 


§2. Kriterien fiir Metall und Isolator 
Bei jedem Versuch, eine Theorie der Elektronenleiter aufzubauen, tritt natur- 
gemiB die Frage auf, ob es méglich ist, eine oder mehrere physikalische 


Higenschaften anzugeben, mit deren Hilfe eine eindeutige Klassifikation des 
betrachteten Kristalltyps méglich ist. Hine Analyse des Versuchsmaterials 


1) Vgl. M. Born, Festschrift Gott. Akad. Wiss., Math. Phys. Kl. 1, 1951, sowie Nachr. | 


Akad. Wiss. Gott., Math. Phys. Kl. Nr.6, 1951 (Anm. d. dtsch. Red.). 
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zeigt, dafi ein physikalisches Kriterium existiert, welches es gestattet, die 
Elektronenleiter in zwei Klassen — Metalle und Halbleiter (Isolatoren) — ein- 
zuteilen. Man mu von vornherein unterstreichen, daB ein und derselbe Stoff 
unter verschiedenen Bedingungen (der Temperatur, des Druckes, des Zu- 
standes des Kristallgitters usw.) sowohl ein Metall als auch ein Nichtmetall 
sein kann, deshalb ist es richtiger, nicht von Metall (als Stoff bestimmter 
chemischer Zusammensetzung), sondern vom metallischen Zustand ver- 
schiedener Stoffe zu sprechen. 

Um das wesentliche physikalische Kennzeichen eines Metalls festzulegen, 
befassen wir uns mit den elektrischen Eigenschaften der Elektronenleiter 
oder, genauer gesagt, mit einer Analyse des Verhaltens der Elektronenleiter 
in einem konstanten duBeren elektrischen Feld. Aus Versuchen ist bekannt, 
da8 unter den Elektronenleitern die Metalle die gréBte spezifische Leitfihig- 
keit besitzen. Aber ein einfacher Hinweis auf die GréBe des Absolutwertes 
der elektrischen Leitfihigkeit kann noch kein klar umrissenes Kriterium fiir 
die Einteilung der Elektronenleiter in qualitativ verschiedene Gruppen sein. 
Zu diesem Zwecke muff man die Temperaturabhingigkeit der elektrischen 
Leitfahigkeit dieser Stoffe im Gebiet geniigend niedriger Temperaturen (in 
der Nahe von 0° K) betrachten. Hier kann man vollkommen klar zwei Typen 
verschiedener GesetzmiBigkeit aufzeigen, und zwar: bei Stoffen, die zu 
den Nichtmetallen gerechnet werden, wachst der spezifische elektrische 
Widerstand bei Anniherung der Temperatur an 0° K, wobei er im Grenzfall 
T — 0 beliebig groB wird. Umgekehrt stellt man an Metallen bei Tempera- 
turen in der Nahe von 0° K immer eine starke Abnahme des elektrischen 
Widerstandes 0 fest!). Dabei fiihrt eine Extrapolation der Kurve 0 (7) fiir 
T — 0° K zu um so niedrigeren Werten des Widerstandes, je reiner das Metall 
ist. Das Verhiltnis der Absolutwerte des elektrischen Widerstandes typischer 
Metalle bei 273° K und bei 1° K kann Werte der GroBenordnung 108 erreichen. 
Diese Tatsachen gestatten es, die Temperaturabhingigkeit des elektrischen 
Widerstandes bei niedrigen Temperaturen als physikalisches Kriterium fiir 
ein Metall und einen Isolator zu benutzen. 

Physikalisch beruht der Vorgang des Stromdurchganges durch einen Kristall 
darauf, daB ein Teil der im Kristall enthaltenen Elektronen (die Leitungs- 
elektronen) unter der Wirkung eines iiuferen elektrischen Feldes in eine 
geordnete Bewegung in bezug auf den Gesamtkristall iibergehen. Deshalb 
kann man das oben angegebene Kriterium folgendermafen formulieren: bei 
Metallen existieren bereits bei niedrigen Temperaturen Leitungselektronen : 
bei Nichtmetallen fehlen diese Elektronen praktisch bei niedrigen Tempera- 
turen; bei Erhéhung der Temperatur treten sie zwar in Erscheinung, jedoch 
nur in kleiner Zahl. Mit anderen Worten: ein charakteristisches Merkmal 
des metallischen Zustandes besteht darin, daB in diesem Zustand dem Energie- 
minimum (0°K) des Kristalls ein Vorhandensein von Leitungselektronen 
entspricht, wiihrend in Halbleitern und Isolatoren im Energieminimum keine 
derartigen Elektronen vorhanden sind. 


1) Vgl. aber neuere Messungen (z. B. CRort, FAULKNER, HATTON und SEYMOUR, 
Phil. Mag. 44, 289, 1953), nach denen bei sehr tiefen Temperaturen der Widerstand 
einiger Metalle — u. a. Gold — wieder ansteigt (Anm. d. dtsch. Red.). 
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Die Gesamtheit der theoretischen und der aus Versuchen erhaltenen Angaben 
iiber feste Korper fithrt zu der SchluBfolgerung, da man dieses Merkmal 
wirklich als das Hauptkennzeichen fiir Metalle ansehen kann. Deshalb sind 
zum Beispiel alle physikalischen Eigenschaften des Metalls in der einen oder 
anderen Form mit dem Vorhandensein von Leitungselektronen verbunden. 
Der tiefere Sinn, der in dieser Behauptung der modernen Theorie liegt, wird 
aus dem Folgenden klar werden. 

Die Frage nach der Zahl der Leitungselektronen kann man ohne detaillierte 
Betrachtung der Elektronenbewegung im Kristallgitter nicht losen. Quali- 
tativ kann man annehmen, da diese Zahl in Metallen im Vergleich mit der 
Zahl der Gitterpunkte nicht verschwindend klein ist, wihrend bei den Iso- 
latoren’ oder Halbleitern zumindest bei niedrigen Temperaturen die Zahi 
der Leitungselektronen klein ist. Als héchst anschauliche Illustration dieser 
Annahme kann die Tatsache dienen, da die Mehrzahl der chemischen Ele- 
mente, die in festem oder fliissigem Zustand metallische Kigenschaften be- 
sitzen, zu den ersten Gruppen des periodischen Systems gehért, d. h. da8 
sie eine bestimmte Zahl von Valenzelektronen besitzt; gleichzeitig sind die 
Edelgase und Halogene ohne Ausnahme in allen Aggregatzustainden Iso- 
latoren. 

Deshalb ist es verniinftig, anzunehmen, daB gerade die iuBeren (Valenz-) 
Elektronen die Rolle der Leitungselektronen im festen und fliissigen Zustand 
spielen und daf die Dichte dieser Elektronen in der GréSenordnung der Zahl 
der Gitterpunkte im Einheitsvolumen des Kristalls liegt. Aber man mu 
unterstreichen, da ein groBer Wert der elektrischen Leitfahigkeit nicht ein 
Anzeichen fiir eine gréBere Zahl von Leitungselektronen ist. Diese Elektronen 
k6nnen wegen der Wechselwirkung verschiedene effektive Massen und des- 
halb auch verschiedene Beweglichkeit besitzen. Somit hat das urspriinglich 
so einfach erscheinende Problem der Zahl der Leitungselektronen einen 
komplizierten Charakter und erfordert zu seiner Lésung die Ausarbeitung 
einer erheblichen genaueren Theorie. 

Um eine deutlichere Vorstellung von den Kigenschaften der Leitungselek- 
tronen zu erhalten, erinnern wir daran, welchen Einflu8 ein konstantes elek- 
trisches Feld auf die Bewegung der Elektronen in zwei einfachen Fallen, 
die in gewissem Sinne Grenzfiille darstellen, hat, und zwar: im Fall des freien 
Elektrons und im Fall des Elektrons in einem isolierten Atom. 

Im Fall des freien Elektrons ruft das als kleine Stérung betrachtete Feld 
ein kontinuierliches Anwachsen der Impulskomponente in Feldrichtung her- 
vor. Das Hlektron vergréBert unaufhérlich seine Energie im kontinuierlichen 
Spektruni!), 

In einem isolierten Atom befindet sich das Elektron in dem starken elektro- 
statischen Feld des Kerns (107—108 V/em), deshalb hingt der Charakter 
der Kinwirkung eines iiuBeren Feldes wesentlich von dem GroBenverhiiltnis 
dieses Feldes zu dem inneratomaren Feld ab. Versuche haben gezeigt, dab 
im Fall schwacher iiuBerer Felder (< 107 V/em), die uns hier ausschlieBlich 
interessieren, in den isolierten Atomen keinerlei mit der Zeit anwachsende 


1) Bei einer genauen Lésung dieses Problems kann von ,,Ubergiingen keine Rede sein‘ 
(vgl. LanpDAvu-LirscuHitz 1942). 
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Verinderungen vor sich gehen. Die Elektronen des Atoms bleiben in sta- 
tioniren Zustinden, welche sich nur wenig von den ungestérten Zustiinden 
unterscheiden. 

Man kann den physikalischen Grund einer derartigen Wirkung eines kon- 
stanten Feldes auf ein inneratomares Elektron leicht verstehen. Aus der 
Quantenmechanik ist bekannt, daB bei der Wechselwirkung zweier beliebiger 
Systeme nur solche Ubergiinge zu mit der Zeit anwachsenden Veriinderungen 
fiihren k6nnen, bei denen die Summe der Energien beider Systeme nicht ge- 
andert wird. Ein konstantes elektrisches Feld, welches man als den Grenz- 
fall eines veranderlichen Feldes mit der Frequenz w— 0 betrachten kann, 
kann die Energie nur auf ,,klassischem Wege“, d.h. in unendlich kleinen 
Portionen (hw — 0) auf das Elektron tibertragen; deshalb kénnen unter 
seinem Einflu8 Ubergangsvorgiinge nur zwischen unendlich nahen Zustanden 
stattfinden. Daraus geht hervor, daB die Existenz eines kontinuierlichen 
Energiespektrums eine notwendige Vorbedingung fiir das Auftreten eines 
Beschleunigungseffektes ist, wie er beim freien Elektron beobachtet wird. 
Die Atomelektronen besitzen ein diskretes Spektrum und deshalb fehlt bei 
ihnen der Beschleunigungseffekt. Ein im Atominnern befindliches Elektron 
kann nur dann am Strom teilnehmen, wenn es aus dem Atom herausgerissen 
wird, aber wegen der Stabilitat des Atoms erfordert seine Ionisation immer 
die Aufwendung einer endlichen Energiemenge (die elektrostatische Energie, 
die das Elektron vom Feld Fyyg. erhalt und durch die es auf einer Strecke 
von der GréBenordnung des Atomdurchmessers d) beschleunigt wird, ist 
gleich eF 4y3.4) und liegt bei Feldern der betrachteten GréBe immer unter der 
Tonisationsenergie). : 

Um zu kliren, welchem der betrachteten Falle das Verhalten der Leitungs- 
elektronen am naichsten kommt, wenden wir uns den aus Versuchen erhaltenen 
Tatsachen zu. Wir betrachten einen metallischen Draht, an dessen Enden 
ein konstanter Potentialunterschied aufrechterhalten wird. Wir bringen den 
Draht in einen Thermostaten, damit seine Temperatur trotz der Abgabe von 
Joulescher Wirme die ganze Zeit konstant bleibt. Unter diesen Bedingungen 
andert sich der Zustand des Drahtes zeitlich nicht (wenn irgendwelche Ver- 
ainderungen auftreten, dann tragen diese momentanen Charakter und werden 
deshalb bei makroskopischer Betrachtungsweise nicht entdeckt), d.h. der 
Draht befindet sich, im ganzen gesehen, in einem stationaren Zustand. Dabei 
flieBt jedoch durch ihn ein Strom, der schon bei einem beliebig schwachen 
Feld auftritt und der im gesamten Bereich der Anwendbarkeit des Obmschen 
Gesetzes linear vom Feld abhingt. Somit liegt das Verhalten der Leitungs- 
elektronen in bezug auf die beschleunigende Wirkung des Feldes irgendwo in 
der Mitte zwischen den Eigenschaften der freien Elektronen und der inner- 
atomaren Elektronen. Bei Fug. = 0 entspricht dem stationiiren Zustande 
des Drahtes der Strom 0. Folglich unterscheiden sich die Leitungselektronen 
von den Elektronen eines Kathodenstrahls im Vakuum dadurch, da sie 
sich auch nach der Abschaltung des Feldes in einem stationiiren Zustand 
befinden, und daB sie nicht unbegrenzt beschleunigt werden. 

Somit kann man zu der SchluBfolgerung kommen, daB im Metall in un- 
mittelbarer Nihe des niedrigsten Energiezustandes der Lei- 
tungselektronen, in dem kein Strom flieBt, andere mégliche 
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Zustainde existieren, in denen ein von Null verschiedener Strom 
flieBt. Es geniigt, an das Metall ein unendlich schwaches auBeres Feld anzu- 
legen, damit es in einen dieser ,,Stromzusténde™ iibergeht. Daraus folgt 
sofort, da8 ein Leitungselektron auch beim Fehlen eines auBeren Feldes 
nicht an den Ort irgendeines Gitterpunktes des Kristalles gebunden sein kann, 
da sonst ein schwaches Feld nicht imstande sein wiirde, es zur Teilnahme an 
dem durch das Metall flieBenden Strom zu bewegen. 

Aus einer einfachen Analyse von Versuchsdaten kann man keine konkreteren 
Aussagen iiber die Eigenschaften der Leitungselektronen erhalten. Bevor 
wir zu einer Darlegung der strengen Quantentheorie der Elektronenleiter 
iibergehen, wollen wir an die friiheren Etappen in der Entwicklung der 
Theorie der Metalle erinnern. Dieser historische Exkurs wird uns helfen, den 
Inhalt der modernen Theorie leichter zu verstehen. 


§ 3. Klassische Theorie und Quantentheorie des ,,Elektronengases“ 


a) Klassische Theorie. Die einfachste Erklarung der mit der elektrischen — 
Leitfaihigkeit der Metalle verbundenen Erscheinungen kann man erhalten, 
wenn man den Begriff des sogenannten Elektronengases einfiihrt. Dieser 
Begriff spielte bei der Entwicklung der Atomtheorie der Elektronenleiter 
eine groBe Rolle und einige der mit seiner Hilfe erhaltenen SchluBfolgerungen 
haben in bestimmter Form bis zum heutigen Tage ihre Bedeutung bewahrt. 
Wir werden insbesondere bei diesen SchluBfolgerungen verweilen und alles, 
was nur von historischem Interesse ist, fortlassen. 

Wenn wir zu dem am Ende von § 2 betrachteten Beispiel zuriickkehren und 
uns daran erinnern, da die Joulesche Wirme gleichmaiBig im ganzen Draht- 
volumen entwickelt wird, dann wird klar, da die Leitungselektronen des 
Metalls die im Feld angesammelte Energie nicht am Ende des Wirkungs- 
intervalls des beschleunigenden Feldes abgeben, wie z. B. die freien Elek- 
tronen an der Antikathode eines Entladungsrohres, sondern in kleineren 
Intervallen. Deshalb kann man sagen, da die Leitungselektronen sogar in 
einem unendlich langen Draht eine endliche Zusatzenergie bekommen. Die 
klassische Elektronentheorie erklirt das damit, daB jedes Leitungselektron 
die meiste Zeit in seinem Verhalten (beziiglich der Beschleunigung im Feld) 
dem freien Klektron vollkommen ihnlich ist, d.h. seine Beschleunigung!) 
wichst linear mit dem Feld. Die Ubertragungsprozesse der im Feld ange- 
sammelten Knergie auf das Kristallgitter stellen einzelne, verhiltnismabig 
kurzzeitige Vorgiinge dar. Mit anderen Worten: der endliche Wert der Leit- 
fihigkeit von Metallen wird damit erklirt, daB den Leitungselektronen eine 
mittlere freie Flugzeit t zugeschrieben wird, die derjenigen analog ist, 
die die Molekiile normaler Gase haben. Diese Annahme gibt die Méglichkeit, 
zur Untersuchung des Verhaltens der Leitungselektronen den ganzen Apparat 
der kinetischen Gastheorie zu verwenden. Es ist klar, daB beim Fehlen eines 
iuBeren Feldes im stationiiren Zustand der Leitungselektronen auf Grund 
der ungeordneten Wirmebewegung kein resultierender Strom zustande | 
kommen kann. Aber in unmittelbarer Nahe dieses Zustandes befinden sich — 


) Im Originaltext irrtiimlich ,,Geschwindigkeit“ (Anm. d. Ubers.). 
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stromfiihrende Zustiinde, die beim Vorhandensein eines fiuBeren Feldes 
realisiert werden. 

Hier sind zwei wesentliche Voraussetzungen eingefiihrt worden. Erstens wird 
angenommen, daf{i man beim Stromdurchgang durch ein Metall das Verhalten 
jedes Leitungselektrons einzeln betrachten kann. In Wirklichkeit stehen die 
Elektronen jedoch in starker Wechselwirkung miteinander, sowie mit den 
Jonen des Kristallgitters. Deshalb ist eine derartige individuelle Betrachtungs- 
weise der Elektronen streng genommen nicht zuliissig. Es ist notwendig, 
die Gesamtheit aller sich gegenseitig beeinflussenden Elektronen zu betrach- 
ten. Zweitens wird angenommen, da8 die ZusammenstéBe der Leitungs- 
elektronen mit den Ionen des Gitters kurzzeitig sind, d.h., daB die StoBzeit 
wesentlich kleiner ist als die freie Flugzeit (tstog <T). 

Wie sich zeigen wird, sind diese vereinfachenden, aber sehr naheliegenden 
Voraussetzungen in gewissem Sinne auch in der strengen Theorie enthalten. 
Dieser Umstand erméglichte es auch bislang, zur ersten Orientierung in der 
Theorie der Metalle das Elektronengasmodell zu benutzen. 

Das Elektronengasmodell gibt ferner die Méglichkeit, eine quantitative Ab- 
schitzung derjenigen Eigenschaften der Leitungselektronen zu erhalten, in 
denen diese sich von den Elektronen isolierter Atome unterscheiden. Hine 
derartige GréBe ist vor allen Dingen die mittlere freie Flugzeit. Zu ihrer Ab- 
schiitzung erinnern wir an die Formel, welche die klassische Theorie des 
Elektronengases fiir die spezifische Leitfahigkeit o eines Metalles liefert: 


ner _ 
c= —— 7 
Din 


n ist die Dichte der Leitungselektronen. 

Man bemerkt, da sich aus der Formel (3,1) ein linearer Zusammenhang 
zwischen Feld und Stromdichte ergibt; dies war die erste theoretische Ab- 
leitung des Ohmschen Gesetzes. AuBerdem erhiilt man, wenn man das Joule- 
sche Gesetz fiir die im Einheitsvolumen des stromdurchflossenen Leiters 
auftretende Wirmemenge ableitet, fiir ¢ denselben Ausdruck wie in (3,1). 
Schon diese eine Ubereinstimmung weist darauf hin, daB das angegebene 
Modell, ungeachtet der offensichtlichen Vereinfachungen, einige Eigenschaften 
realer Metalle zum Ausdruck bringt. 

Um aus dem Ausdruck (3,1) eine Abschiitzung von T zu erhalten, ist es not- 
wendig, einige Annahmen iiber die Dichte der Leitungselektronen und ihre 
Masse zu machen. Ohne uns vorliiufig mit einer tiefgehenderen Analyse abzu- 
geben, nehmen wir an, daf die ZahI n die GréBenordnung der Zahl der Gitter- 
punkte im cm? hat, d.h. ~ 10% cm-*, und m gleich der Masse des freien 
Elektrons ~ 10-*’g ist (e ist die Elementarladung des Elektrons gleich 4,8 -10-1° 
CGSE); dann erhalten wir z. B. fiir reines Gold bei verschiedenen Tem- 
peraturen folgende Werte fiir die Zeit T: 


WreK)  273,2 90,1 20,4 111 4,2 
z (sek) 5,9-1074 22-10-78 9,8-10-% 1,4-107° 6-10-9 


(3,1) 


Zahlen dieser GréBenordnung erhilt man auch fiir andere Metalle. Um eine 
Vorstellung zu bekommen, auf welche Weise sich die hier betrachteten Kigen- 
schaften der Leitungselektronen beim Ubergang aus dem gasférmigen Zu- 
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stand in den kristallinen Zustand andern, vergleichen wir die Werte von T 
mit der mittleren Dauer einer den atomaren Higenfrequenzen isolierter Atom- 
systeme entsprechenden Periode. Diese Periode betragt etwa 10% sek. Aus 
der angegebenen Tabelle ist zu ersehen, da die beschleunigende Wirkung des 
Feldes auf ein Elektron im Metall in Zeiten ganz anderer GroSenordnung 
stattfindet. Sogar bei Zimmertemperatur ist 7 fast hundertmal groBer als 
10-15 sek. Bei niedrigen Temperaturen ist 7 um den Faktor 10° langer als eine 
Atomperiode. Dieser groBe Wert fiir die freie Flugzeit ist auch ein konkreter 
Ausdruck der Tatsache, daB die Leitungselektronen zum Unterschied 
von den Atomelektronen nicht an bestimmte Gitterpunkte értlich 
gebunden sind. 

Interessant ist die Feststellung, daB diese fundamentale Schlu8folgerung 
iiber die ,,Freiheit‘‘ der Leitungselektronen im Rahmen des klassischen Modells 
eine Schwierigkeit darstellte. Vom Standpunkt der groben klassischen Vor- 
stellungen wire es natiirlich anzunehmen, daB die freie Wegliinge des Elek- 
trons im Gitter (man kann diese durch einfache Multiplikation der freien 
Flugzeit mit der mittleren thermischen Geschwindigkeit der Elektronen 
erhalten) von der GréBenordnung der Gitterkonstanten sei. Die oben an- 
gegebenen Abschitzungen geben fiir die mittlere Weglinge Werte, die bei 
Zimmertemperatur um das Hundertfache gréBer sind als die Gitterkonstante 
und bei niedrigen Temperaturen erhilt man sogar makroskopische Werte 
(10-? cm). 

Die klassische Theorie des Hlektronengases fiihrte noch zu anderen Schwierig- 
keiten. Erklarte sie auch die Regel von WIEDEMANN-FRANZ in befriedigender 
Weise, so war sie, insbesondere bei niedrigen Temperaturen, nicht im- 
stande, die Temperaturabhingigkeit der kinetischen Koeffizienten (elektrische 
Leitfahigkeit und Warmeleitfahigkeit) richtig anzugeben; der krasseste 
Widerspruch zum Experiment lag in der bekannten ,,Katastrophe‘‘ der 
spezifischen Wirme. Diese Schwierigkeiten wiesen auf prinzipielle Unzu- 
langlichkeiten des Modells hin und zeigten, daB es nicht als geeignete Grund- 
lage fiir quantitative Berechnungen brauchbar ist. 

b) Quantentheorie. Die ,,Katastrophe‘t der spezifischen Wirme zerstérte 
das Vertrauen in die Vorstellung vom ,,Gas‘‘ der Leitungselektronen und zu 
der klassischen Elektronentheorie der Metalle im allgemeinen. Der Beginn 
einer Lésung dieser Schwierigkeit war die bekannte Theorie der ,,wandernden“ 
Elektronen von J. [. FRENKEL (1924). Bei der Anniherung der Atome 
wahrend des Kondensationsvorganges werden die mittleren Abstinde zwischen 
den Kernen von gleicher oder sogar von kleinerer Gré8enordnung, als dem 
Durchmesser der ,,Bahnen‘‘ der Valenzelektronen entspricht. Deshalb kénnen 
im Kristall derartige Klektronen nicht fest an einen Kern gebunden bleiben, 
Ks tritt eine groBe Wahrscheinlichkeit dafiir auf, daB das Elektron von einem 
Gitterpunkt zu einem anderen iibergehen kann. Somit verwandeln sich nach 
FRENKEL alle Valenzelektronen bei der Kondensation von Metalldampf 
selbstiindig in ,,wandernde“ Elektronen, die er auch mit den Leitungs- 
elektronen identifiziert. Das ,, wandernde“ Leitungselektron wird zum Attribut 
des Gesamtkristalls. FRENKEL zeigte auf der Grundlage des Virialtheorems, | 
da die Geschwindigkeit dieser wandernden Elektronen von der GréBen- | 
ordnung der Geschwindigkeit der Valenzelektronen auf den Bahnen isolierter _ 


‘ 
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Atome, d. h. ~ 108 cm/sek, sein muB8. Es gelang FRENKEL weiter, alle 
positiven Ergebnisse des Elektronengasmodells (Ausdriicke fiir die elektrische 
Leitfihigkeit, die Wiirmeleitfithigkeit, das WIEDEMANN-FRANZsche Gesetz 
u. a.) auch in seinem Modell abzuleiten, Der wichtigste Fortschritt der Theorie 
der wandernden Elektronen gegeniiber der klassischen Theorie des Elektronen- 
gases war jedoch, da die Schwierigkeiten mit der spezifischen Warme durch 
sie behoben wurden. Die wandernden Elektronen nehmen an der Wiarme- 
bewegung nicht aktiv teil und deshalb haben sie keinen merkbaren EinfluB 
auf die spezifische Warme des Kristalls (zumindest bei nicht sehr hohen 
Temperaturen, solange der , ,[onisationseffekt‘‘ fehlt). Weiter stellte dieses Modell 
eine direkte Verbindung zwischen den Leitungselektronen und dem Quanten- 
aufbau des Atoms her, allerdings im Rahmen der iilteren Quantentheorie. 

Ein Mangel der Theorie der wandernden Elektronen war es, daB sie keine 
quantitative Erklirung fiir den groBen Wert der mittleren freien Flugzeit 
bei niedrigen Temperaturen geben konnte, da sie die Quantennatur der 
Elektronen nicht beriicksichtigte. Ferner konnte sie nicht erkliren, warum 
die einen Kristalle Metalle sind und die anderen Isolatoren. 

Die weitere Entwicklung der Theorie erfolgte auf zwei Wegen. Vor allen 
Dingen wurde beachtet, dai die Elektronen sich nicht der klassischen, sondern 
der Quantenstatistik von FERMI-DIRAC unterordnen, Auf dieser Grundlage 
entwickelte SOMMERFELD (1928) die Quantentheorie des Elektronengases. 
Diese Theorie bewahrte alle positiven Ergebnisse des klassischen Modells, 
beseitigte aber gleichzeitig die bei der spezifischen Warme aufgetretene 
Schwierigkeit. Die starke Entartung des dichten Gases der Leitungselektronen 
fiihrt dazu, daB der Anteil der thermisch aktiven Elektronen durch das Ver- 
haltnis 7'/6 bestimmt wird, wo 6 die Entartungstemperatur (in der GréBen- 
ordnung von 10+— 105 °K) ist. Infolgedessen nehmen bei Zimmertemperatur 
nur ungefiihr 1° der Leitungselektronen an der Warmebewegung teil, Des- 
halb ist der Anteil des Elektronengases an der spezifischen Warme im Ver- 
gleich zum Anteil der Gitterschwingungen klein. 

Auch das Quantenmodell des Elektronengases besitzt eine Reihe von Unzu- 
langlichkeiten, und zwar: es gibt die Temperaturabhangigkeit der elektrischen 
Leitfahigkeit und der Wirmeleitfaihigkeit nicht richtig wieder, es erklart nicht 
das anomale Vorzeichen der Hall-Konstanten bei fast der Hilfte der Metalle, 
sowie die GréBe der elektrischen Widerstandsinderung im magnetischen 
Feld usw. Aber der schwiichste Punkt dieses Modells ist der, dal es die ,,Frei- 
heit‘‘ der Leitungselektronen, d. h. den ungeheuer groBen Wert der mittleren 
freien Flugzeit, nicht erklirt, sondern postuliert. Bei einer Analyse dieser 
Erscheinung kann man entweder auf Versuche, eine physikalische Erklirung 
der groBen freien Flugzeit zu geben, verzichten und unwidersprochen die 
Hypothese des freien Elektrons annehmen, oder man kann auf dem von 
FRENKEL in seinem Modell der wandernden Elektronen vorgezeichneten 
Wege sich einer folgerichtigen quantenmechanischen Untersuchung der 
Elektronenbewegung im Kristallgitter zuwenden, Dabei kann man Antwort 
auf die Frage erhalten, warum ein Leitungselektron ungeachtet der starken 
Wechselwirkung zwischen Elektron und Kristallgitter eine erhebliche Freiheit 
besitzt und nicht an jedem Gitterpunkt Zusammensté8e durchmacht. Zu 
dieser Betrachtung gehen wir jetzt tiber. 
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FRENKEL (1927) hat als erster bemerkt, da man die spezifischen Eigen- 
schaften der Elektronen im Kristallgitter und insbesondere den anomal 
groBen Wert der mittleren freien Flugzeit unter Benutzung der Vorstellung 
von der Wellennatur des Elektrons erklaren kann. Es gelang ihm zu zeigen, ~ 
daB man eine gute qualitative Vorstellung vom Charakter der Elektronen- 
bewegung im Kristall sogar dann erhalten kann, wenn man die Berechnung 
nicht mit Hilfe der konsequenten, quantenmechanischen Theorie durchfihrt, 
sondern das offensichtlich quasiklassische Wellenbild der Elektronenbewegung 
benutzt. FRENKEL wies ferner darauf hin, daB ein ideales Kristallgitter 
mit periodischem Potential fiir Elektronenwellen ,,durchsichtig“ ist. Nur eine 
Stérung der richtigen Periodizitit des Gitters (EinschlieBungen, Gitter- 
stérungen, Warmeschwingungen usw.) kénnen zu einer Streuung der Elek- 
tronenwellen fiihren (in der Sprache der Korpuskulartheorie: Zusammen- 
stéBe). Eine quantitative Rechnung hat gezeigt, daB die freie Weglinge, die 
in dem vorliegenden Falle durch den effektiven Streuquerschnitt der 
Elektronenwelle an den Warmeschwingungen bestimmt wird, bei Zimmer- _ 
temperatur einen Wert hat, der in der GréBenordnung von einigen hundert 
Atomabstinden liegt. Somit wurde in der Arbeit von FRENKEL erstmalig 
eine prinzipiell richtige Erklirung des groBen Betrages der freien Flugzeit 
der Leitungselektronen in Kristallen gegeben. 

Es blieben jedoch in der Theorie viele ungeléste Fragen bestehen, so z. B. 
das Problem des Unterschiedes zwischen einem Metall und einem Isolator 
usw.; um auf diese eine Antwort zu finden, war es nétig, zu genaueren Me- 
thoden der Quantenmechanik iiberzugehen. 

In § 1 wurde eine Niherungsmethode zur Behandlung der Elektronenvorgiinge 
in Kristallen angegeben (adiabatische Naherung). Die Elektronen-Wellen- 
funktion Yq soll aus Gleichung (1,5) bestimmt werden. Der Energieoperator H 
hat in ausfiihrlicher Schreibweise die Form?) 


i n 


A | Ie aes 
(4,1) A= — aa D3 Ay, a > G (1;— R;) -1 = ch V (Tj, T): 
2m i=; ai 2 i%y 


hier stellt das zweite Glied die Wechselwirkung aller » Elektronen mit allen 
Jonen und das dritte Glied die Wechselwirkung der Elektronen untereinander 
dar. Dieses letzte Glied des Operators H bringt eine erhebliche Komplikation 
bei der Lésung der Gleichung (1,5) mit sich. Sie rithrt daher, daB der Operator der 
Wechselwirkung keine Méglichkeit gibt, die Variablen in der Gleichung zu sepa- 
rieren, wodurch das Auffinden einer Lésung auBerordentlich erschwert ist. 

Deshalb ist es ganz natiirlich, daB man bestrebt ist, den Ausdruck des Wechsel- 
wirkungsoperators so umzuformen, daB eine Trennung der Variablen méglich 
wird. Als einfachste Methode erscheint eine Ersetzung des Operators der 


ry) 4 1 
Elektronenwechselwirkung > > V (r;,¥;-) durch eine Summe von ,, Einteilchen- 


a ! F se p: . 
operatoren‘‘ 2 V'(t;). Physikalisch bedeutet diese Umformung, da die Wechsel- 


i] 
wirkung jedes einzelnen Elektrons mit allen iibrigen durch die Wirkung 


1) Tn (1,5) mit H’ bezeichnet (Anm. d. dtsch. Red.). 
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eines stationiren Potentialfeldes ersetzt wird, welches eine Art Mittelung 
der tatsichlich im System der sich bewegenden Elektronen vorhandenen 
gegenseitigen Beeinflussung darstellt. Bei genauer Durchfiihrung dieses 
Programms wird das lineare Mehrelektronenproblem, welches durch Gleichung 
(1,5) beschrieben wird, auf die Lésung einer nichtlinearen Integrodifferential- 
‘gleichung zuriickgefiihrt. Diese Gleichung zu lésen, ist genau so schwierig wie 
die Lésung der Gleichung (1,5) selbst. PEKAR (1948) hat bemerkt, daB man 
auBerdem dabei einen Teil der Lésungen des genauen Mehrelektronenproblems 
verlieren kann. Zur Vereinfachung des Problems benutzt man bei der Lésung 
Naherungsmethoden. Die genaueste dieser Methoden ist die Methode des ,,self 
consistent field‘* von Fock (1947), welche bei der Untersuchung der Quanten- 
zustande von Mehrelektronensystemen mit Erfolg benutzt wird. Im Fall der 
Kristalle kann man jedoch die Anwendung dieser Methode kaum als brauch- 
bar ansehen, da ihre Realisierung sehr groBe Vereinfachungen erfordert, die 
nicht einmal die qualitative Richtigkeit der Ergebnisse garantieren. Deshalb 
ist es angemessener, von der Beriicksichtigung des Operators der Elektronen- 
wechselwirkung abzusehen und die Bewegung der Elektronen allein in dem 
periodischen Potentialfeld eines kristallinen Ionengitters zu betrachten. Im 
Ergebnis dieser Vereinfachung zerfallt Gleichung (1,5) in einzelne Ein- 
elektronengleichungen, welche folgende Form haben: 


a 


(4,2) - ety) Glas Ro | ve (t) = Bey ys (1). 


Die Lésung dieser Gleichung wird von der konkreten Form des Potentials 
G(r) = » G(r — R,). abhingen. Man kann jedoch eine Reihe sehr allgemeiner 


t 
Aussagen tiber den Charakter der Elektronenbewegung im Kristall machen, 
ohne, auBer der Eigenschaft der Periodizitat, irgendwelche Annahmen tiber 
die Form des Potentials G!) zu machen. Wenn man ein unendliches, ideales 
Gitter mit den Basisvektoren a,, a,, a, betrachtet, dann besitzt das Poten- 
tial G (r) als Haupteigenschaft der Periodizitat Translationsinvarianz 


(4,3) G(r + la, + la, + 13a3) = G(r), 
wo 
(4,4) 1a, + 1,a, + lza, = a 


ein ganzzahliger Vektor des Gitters ist (,, 1,, 1; beliebige ganze Zahlen). Der 
Energieoperator im linken Teil von (4,2) ist ebenfalls beztiglich dieser Trans- 
Jationen invariant. Auf Grund der Bedingung (4,3) kann man die Funktion 
G(r) in eine Reihe entwickeln 


(4,5) G (r) 3 2 Gin Cee 
wobei iwi 
(4,6) m = 27 (m,b, + mab, + mzbz) 


1) Ausfihrlich ist dies dargestellt bei SOMMERFELD und BeTue, Handb. d. Phys. XXIV/2, 
1933, Ziff. 8. Man beachte, daB hier die Komponenten von § sich auf die Vektoren des 
teziproken Gitters beziehen (4,10), wihrend dort von (8,16) ab orthogonale Kristall- 
achsen eingefiihrt werden und die Komponenten k,, ky, k, sich auf Einheitsvektoren 
beziehen (Anm. d. dtsch. Red.). 
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ist. b,, by, bz sind die Basisvektoren des reziproken Gitters und m,, M., Mz 
ganze Zahlen. ; 
Wenn man sich gleich auf die Betrachtung der Higen-Loésungen. beschrankt, 
so kann man leicht zeigen, da sie die Form ebener Wellen haben, die im 
Rhythmus des Gitters moduliert sind. Es mége (r) eine der Kigen- 
Lésungen der Gleichung (4,2) sein, die man in folgender Form darstellen 
kann: 


+00 
(4,7) @. (Er) = i a (k) et dk, dk,dk,, 
wo der Vektor k die Form 

(4,8) k = kb; a ity De + ksbs mit k; = Ka; 


hat. Auf Grund von (4,2) und (4,5) laBt sich die Wellengleichung in der 
k-Darstellung folgendermafen schreiben: 


2 
(4,9) (z wi His a) a(ij= + Gratk=—0), 
2m 


mM, M,mM™, 


Wie aus (4,9) hervorgeht, wiirde, wenn Gy, = 0 wire, d. h. wenn das Elektron 
frei ware, diese Gleichung durch a (k) = 0 fiir alle k, ausgenommen einen 
einzigen Wert von k, befriedigt werden. Mit anderen Worten: die Lésung 
hatte dann die Form einer ebenen monochromatischen Welle. Im Falle 
Gm + 0 sind aber die GréBen a (k) fiir verschiedene k untereinander gekoppelt 
und man kann nicht jede von ihnen unabhangig von den anderen bestimmen. 
Aus (4,9) sieht man jedoch, da wegen der Periodizitit des Gitters nur die 
a(k) miteinander gekoppelt sind, welche Werten von k entsprechen, die sich 
um einen Vektor des reziproken Gitters m voneinander unterscheiden. Des- 
halb hat unsere Lésung (4,7) die Form einer Reihe und nicht die eines Inte- 
grals. § mége irgendeiner der Vektoren k sein 


(4,10) S = Eby + Sabo + Eshs, 
dessen Komponenten durch folgende Ungleichungen beschrinkt sind: 
(4,11) —ma< &; <= ts oy == (¢ ==1; 2, a) 


Dann hat ein beliebiger Vektor k die Form k = § +m. Durchlauft § alle 
Werte entsprechend (4,11) und m alle ganzen Zahlen, so durchlaufen die 


Komponenten von k alle Werte von — oo bis +- 00. Wir suchen die Lésungen. 
von (4,9) in der Form 


(4,12) a(k) = Yamd(k—(§ +m), 
™m 
WO ™,, My, m, ganze Zahlen einschlieBlich der Null sind und & ein bestimmter 


Vektor des oben angegebenen Typs ist. Setzen wir (4,12) in (4,7) ein, so 
erhalten wir die gesuchte Wellenfunktion des Elektrons in Form einer Reihe 


(4,13) w (r) — etfr pa can etmr 


mmm . 
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Die Koeffizienten @» geniigen den Gleichungen (s. 4,9): 


(4,14) E a ae (§+ m)*| On = » Gm'tm—m’- 

= mi mim! 
Diese Gleichungen besitzen zweifellos Lésungen, da die aus ihren Koeffizienten 
gebildete Determinante wegen Gym = G*  hermitisch ist. Somit finden wir 
das Energiespektrum des Elektrons und die Wellenfunktion (4,13), wenn 
wir die Determinante des Systems (4,14) gleich Null setzen. Fiihren wir die 


Bezeichnung 
Ss =5 ; 
tm Gt su (2) 
m,M,M,; 


ein, dann erhalten wir an Stelle von (4,13) den Ausdruck 
(4,15) p(t) == Fy (ry 


in dem die Funktion w (r) die Periodizitéit des Gitters besitzt. Aus dieser 
Form der Wellenfunktion ziehen wir den wichtigen Schlu8, daB das Elektron 
im kristallinen Ionengitter wegen der Translationsinvarianz nicht an irgend- 
einen bestimmten Gitterpunkt 6rtlich gebunden, sondern mit gleicher Wahr- 
scheinlichkeit allen Gitterpunkten zugeordnet ist. Diese Vorstellung von der 
eigentiimlichen ,,Freiheit“’ des Elektrons im periodischen Feld des Gitters 
und dessen ,,Durchsichtigkeit‘ fiir Elektronenwellen ist das Neue, das die 
Quantenmechanik zu der Kristalltheorie beigetragen hat. 

Aus den Gleichungen (4,14) folgt, daB zu jedem vorgegebenen § unendlich 
viele Gleichungen gehéren (entsprechend den unendlich vielen Auswahl- 
méglichkeiten der Gittervektoren m) und folglich gibt es fiir jedes § unend- 
lich viele Lésungen. Die Vorgabe der Komponenten ¢,, &, & ist also fiir die 
eindeutige Bestimmung des Elektronenzustandes nicht ausreichend. Legt 
man einen bestimmten Vektor § fest, so erhalt man ein Spektrum diskreter 
Energien £;, wo der Index € die Nummer der Zone bezeichnet. Durchliuft § 
alle méglichen, durch die Ungleichung (4,11) beschrankten Werte, so erhilt 
man fiir jede Zone die Energie HZ sowie die Wellenfunktionen y (&,r), als 
stetige Funktion des Vektors §. Beim Ubergang von einer Zone zur nichsten 
macht die Energie einen Sprung. Wir kommen also zu dem Ergebnis, da’ 
das Energiespektrum eines Elektrons im Kristall Binderstruktur auf- 
weist. Jeder stationiire Zustand des Elektrons im Kristallgitter kann durch 
Vorgabe des Quasiimpulsvektors § und der Zonennummer ¢ eindeutig ge- 
kennzeichnet werden. Der Ausdruck Quasiimpuls!) ist als Analogon zum 
Impuls des freien Elektrons eingefiihrt worden, aber es ist darauf hinzuweisen, 
daB der Impuls des Elektrons im Gitter natiirlich nicht mit dem Vektor § 
identifiziert werden darf (s. unten). Bei der Berechnung der Zahl der Zustiainde 
in einer Zone muS man die Endlichkeit der Kristallabmessungen_beriick- 
sichtigen. 

Die oben angefiihrte Methode des Zonenaufbaus ist nicht die einzige: haufig 
verwendet wird die Methode yon BRILLOUIN (1931). Sie unterscheidet 


1) In der deutschsprachigen Literatur als ,,reduzierter Ausbreitungsvektor‘ bekannt. 
Wir behalten im folgenden die kiirzere und prignante Bezeichnung ,, Quasiimpuls“ bei 
(Anm..d. dtsch. Red.). 
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sich von der oben angegebenen nur durch die Ordnung der Zustandsnumerie- | 
rung in einer Zone. In Verbindung damit mu8 man folgendes betonen, In 
der Literatur wird oft nicht die Gesamtheit der Zustinde, d. h. der Wellen- 
funktionen als Zone bezeichnet, sondern die Gesamtheit der diesen Zustaénden 
entsprechenden Energieniveaus. Dabei trifft man dann auf den Ausdruck 
,Uberlappung von Zonen“ an Stelle von ,,Uberlappung der Energiebander 
verschiedener Zonen‘’ usw. Dieser Gebrauch des Wortes ,,Zone“ kann dazu 
fiihren, daB der Begriff Zone selbst in gewisser Weise verschwommen wird. 
Tatsichlich kann jedoch eine Klassifizierung der Zustéinde nach Zonen 
stets vollkommen genau und eindeutig durchgefiihrt werden. Das liegt daran, 
da8 die Einteilung der Elektronenzustinde im Kristall in Zonen nicht einfach 
eine mathematische Annahme ist, sondern wirklich LEigenschaften des 
Elektrons im Kristall wiedergibt. Es zeigt sich, daB die unter dem Einflu8 
duBerer Felder vor sich gehenden Uberginge der Elektronen aus einem 
Zustand in einen anderen vollkommen verschiedenen Gesetzen unterliegen, 
je nachdem, ob Anfangs- und Endzustand zu ein und derselben Zone oder zu 
verschiedenen Zonen gehéren, wobei dieser Unterschied unabhaingig davon 
erhalten bleibt, ob sich die den verschiedenen Zonen entsprechenden Energie- 
bander iiberlappen oder nicht. Eben deshalb mu man sich immer vor Augen 
halten, da& die Gesamtheit der Elektronenzustinde im Gitter in Zonen 
unterteilt ist. 

Ohne irgendwelche Annahmen iiber die konkrete Form des periodischen 
Gitterpotentials (4,5) zu machen, kann man den Mittelwert der Elektronen- 
geschwindigkeit im stationiiren Zustand (§, ¢) berechnen'). Wie bekannt, ist 
diese GroBe gleich 


_ ] dy 
(4,16) A ear Ve (§, C). 


Die Formel (4,16) stellt die Verallgemeinerung der bekannten Beziehung von 
DE BROGLIE auf den Fall eines Elektrons dar, das sich in einem idealen 
Kristallgitter bewegt. Sie zeigt, da im allgemeinen die mittlere Geschwindig- 
keit des Elektrons in stationiren Zustinden im Gitter nicht verschwindet. 
Mit anderen Worten: das Elektron kann sich in einem idealen Gitter ,,frei“ 
durch dieses bewegen, analog zu dem freien Elektron im Vakuum. Die GréBe 
und die Richtung der mittleren Geschwindigkeit wird durch den Charakter 
der Flichen konstanter Energie H (§, €) im ,,Quasiimpulsraum‘ der § 
bestimmt. In stationiren Zustiinden des Elektrons, die bestimmten Ebenen 
des Quasiimpulsraumes zugeordnet sind, verschwinden die Komponenten | 
des Stromes in Richtung der Normalen der entsprechenden Ebene. Diese : 
Kbenen fallen in der Regel mit den ,,Rindern‘t einer Zone zusammen, und | 
deshalb hat die mittlere Geschwindigkeit irgendwo innerhalb der Zone einen! 
Extremwert. 

Wir untersuchen jetzt, wie groB die Beschleunigung eines Elektrons im Gitter| 
unter der Kinwirkung schwacher iiuBerer Felder wird. Obwohl wir vorliufig: 
die Wechselwirkungen zwischen den Elektronen im Kristall nicht beriick- 
sichtigen, wird doch das System der freien Elektronen auf Grund der Quanten- 
1) SOMMERFELD und Berne, |. c., Ziff. 9. In (4,16) miiRte rechts ein Faktor a stehen. 
Vgl. Anm. §. 251 sowie den Ubergang von (4,34) zu (4,35) (Anm. d. dtsch. Red.). 
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gesetze spezifische Quanteneigenschaften besitzen (PAULI-Prinzip: Anti- 
symmetrie der vollstiindigen Wellenfunktion). Um das Problem der Elek- 
tronenbeschleunigung sogleich mit Beriicksichtigung der Elektronenstatistik 
lésen zu kénnen, ist es zweckmiBig, zur Beschreibung der Elektronen- 
zustiinde nicht die Wellenfunktion, sondern die erstmalig von LANDAU in 
die Quantenmechanik eingefiihrte Dichtematrix zu benutzen!). Ist die Dichte- 


matrix (der statistische Operator des Systems) U bekannt, dann kann man 
den Mittelwert einer beliebigen dynamischen Variabeln des Systems berech- 
nen, und zwar ist 


(417) A=Jf(aie-an [Olay anal an [Aldi e anda --dqndgy dq, 
wo A der Operator der entsprechenden dynamischen GréBe und q; die Gesamt- 
heit der Raum- und Spinkoordinaten des 7-ten Teilchens des betrachteten 
Systems ist. Im Falle eines Elektronensystems ohne Wechselwirkung werden 


alle dynamischen Variabeln durch eine Summe von Einteilchenoperatoren 
in folgender Weise dargestellt : 


(4,18) Amesia ay 
In diesem Falle gilt: 
(4,19) (a+ | Al ay + 4%) = 
xe (4 — aY) ++ 6 (Gi 1 — OY 1) 0 (Qe — a 43) 2 8 (Qa Gn) (Ge |] 07), 
Ba deshalb erhalten wir fiir ein System identischer Teilchen an Stelle von 
(4,17): 
(4,20) A=nfdqdq’ (Wf |a|q") (da ---da—, 
AG: 44 °** Tn (Qh + Y" +++ Gn| U [Gi *° ++ Ge). 
Die GréBe 
(4,21) (6) a) = mf (dy era edn | O | dye do dn) dy oo 
dQ, Aix +++ dn 


ist ein Element der Dichtematrix @ eines Teilchens (im g-Raum); deshalb 
ist der Mittelwert der Operatorsumme 


(4,22) A= {ddq’ (q |a| a") (a |6| 4’) = Sp GQ), 

wo Sp 6 die Spur des Operators é ist. Wenn man fiir die Matrix @ nicht die 
Koordinatendarstellung, sondern die Diagonaldarstellung wihlt, so nimmt 
(4,22) die Gestalt 


(4,23) A= S(n\a| 7) af |e |n) = Yelm) ma |n) 
n> y 
an, in der der Eigenwert 0 (7) die Zahl der Teilchen im Zustand 7 angibt. 


1) Vgl. BLocHINzEw, Grundlagen der Quantenmechanik, Deutscher Verlag der Wissen- 
schaften, Berlin 1953 § 44 (hier wird die Einfiihrung der Dichtematrix J.v. NEUMANN 
zageschrieben); TOLMAN, The Principles of Statistical Mechanics, § 78 (Anm. d. dtsch. 
Red.). 

18 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Zur Bestimmung der gesuchten Elektronenbeschleunigung muB man die 
unter dem Einflu8 eines iuBeren elektrischen Feldes / vor sich gehende zeit- 
liche Anderung des Operators 6 bestimmen. Die Bewegungsgleichung des 
Operators @ hat beim Vorhandensein eines homogenen, lings der x-Achse 
gerichteten Feldes F, die Form: 


(4,24) ihe = Ho —oH + eF (xe —o2). 


Gewohnlich nimmt man an, da8B das zweite Glied im rechten Teil von (4,24) 
klein ist, setzt dafiir den Wert 6, fiir F = 0 ein und wendet dann die Methode 
der schrittweisen Naherung an. Das wire jedoch nur dann eine richtige 
Annahme, wenn wirklich Beitriige des Feldes zu @ fehlen wiirden. Aber das 
ist nicht immer der Fall. Eine Beschrinkung der Rechnung auf Glieder 
ersten Grades in F setzt schon ZusammenstOBe mit dem Gitter, welche das 
Ergebnis der Feldbeschleunigung stéren, voraus. Wir werden dieses Problem 
auf anderem Wege lésen. Aus der allgemeinen Theorie der Elektronenbewegung 
im Gitter ist bekannt, da® es zwei Typen von Ubergiingen gibt: Ubergiinge 
innerhalb einer Zone, welche den bekannten Auswahlregeln gehorchen’) 


(4,25) eo | x | Se f) =x iad’ (es aes) 
und Uberginge aus einer Zone in eine andere mit der Auswahlregel: 
(E20) EE PEC" 0 NEE! [See ey SO rie eee 


Ubergange vom Typ (4,26) sind bei einem konstanten oder sich zeitlich lang- 
sam andernden Feld wenig wahrscheinlich, weil sie, wie oben gezeigt wurde, 
sogar bei Uberlappung der Energiebainder mit einer groBen Energiednderung 
vor sich gehen. Wir kénnen die Gleichung (4,24) genau lésen, wenn wir Uber- 
giinge zwischen den Zonen von der Betrachtung ausschliefSen?). Darin liegt 
unsere Niherung. Die Gleichung (4,24) hat in einer derartigen Darstellung 
fiir kleine Zeiten die Form: 


A : 
th (S’ a | 9o | eres) = eF 2) dg’”’ [(&’ ‘a z | ES acd (6 ce 


(4,27) ait (eu | Gy | A Ril gals x | Sc ie 


het A tt 


Oo s ) are 


der Operator Qo ist hier diagonal, deshalb erhalten wir an Stelle von. (4,27): 


B70") = eF (80 | @| 82") [00 60") — loo GE). 


; 7 . : , § 
An Stelle des Matrixelementes der Koordinate setzen wir (4,25) ein und setzen 
auBerdem: 


(4,28) ih (EL | bp 


Qo (55°) — a0 (S'C') © (S" — $1) Vea (§'C'). 


0 
Os 
Rechnung s. SOMMERFELD und Berue, |. ¢., 8. 378 (Anm. d. dtsch. Red.). 

*) Vgl. zwei neuere Arbeiten ohne diese Kinschrinkung: ADAms, Phys. Rev. 85, 41; 86, 
427, 1952 und Fnuer, Phys. Rev. 88, 92, 1952 (Anm. d. dtsch. Red.). 


1) 6’ bedeutet 6 - (4,25) ist in der deutschen Literatur nicht iiblich. Eine aquivalente 
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Unter Benutzung einer Eigenschaft der 6-Funktion: 
— xd’ (x) = 6 (x) 


erhalten wir dann aus (4,28) 


(4,29) (EL | bp 


S 


Le = 
~) 


| 


eFa < / t band A 
reas (6 ,¢)0(@— 6") Oper. 


Aus (4,29) erkennt man, dab der Operator bo ebenfalls diagonal ist und dak 
seine Eigenwerte 


A F f 2 
(4,30) 6(§,0)= 8 V0 (& 0) 


sind. Die Lésung dieser Gleichung hat bei den Anfangsbedingungen 6 = 6, 
fiir t = 0 folgende Form: 


A ye i eFa 
(4,31) 0 =20o (5 — ) 


somit ,,dreht sich‘ unter dem Einflu8 eines konstanten elektrischen Feldes, 
bei Vernachlissigung der Ubergiinge in andere Zonen, die gesamte Elektronen- 


F 
verteilung mit einer ,, Winkelgeschwindigkeit“ —*)) Ist das Band gleichmiBig 


besetzt, d.h. ist 7-0 (§, 6) =0, so hat diese Drehung keine Folgen; d.h., 
wenn zu Beginn kein Strom vorhanden war, dann bleibt er auch weiterhin 
null. Oft wird filschlicherweise behauptet, da das Fehlen eines Stromes 
durch das PAULI-Prinzip begriindet sei, aber, wie aus der angegebenen 
Rechnung hervorgeht, wird diese Tatsache nur durch die GleichmaBigkeit 
oder UngleichmaBigkeit der Bandbesetzung bestimmt?). Die Periode der 
..Dreh“‘bewegung in einem Band ist gréBenordnungsmiBig'). 


h 13? One 


i Ome ror 


sec. 


Bei Feldern iiblicher GréBe [F & 10-5 (CGSE)] wird in Metallen der Wert 7’; er- 
heblich gréBer (~ 10-4 sek) als die freie Flugzeit, die durch die ZusammenstéBe 
mit dem Gitter bestimmt ist; deshalb stellt sich in der Elektronenverteilung 
eine Asymmetrie ein, wodurch der resultierende Strom im Metall hervor- 
gerufen wird. In einem idealen Gitter kann auch bei einem Feld F + 0 der 


1) Zunachst handelt es sich um eine Verschiebung. Wenn man gemif (4,11) den Ause 
breitungsvektor § reduziert, kann man in iibertragenem Sinn von einer ,,Drehung* 
sprechen. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion s. SHocKLEY, Electrons and Holes in Semi- 
conductors, Kap. 7 und 15 (Anm. d. dtsch. Red.). 

2) Die Beziehung zum PAULI-Prinzip besteht darin, daB es bei Giltigkeit der Naherungs- 
formel (4,31) fiir alle Zeiten erfiillt bleibt, wenn es zur Zeit ¢ = 0 erfiillt war; s. KIKUCHI 
und Norpuem, Z. Phys. 60, 652, 1930 (Anm. d. dtsch. Red.). 

8) Dieser ProzeB spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der inneren Feldemission; 
s. FRANZ, Erg. ex. Naturwiss. 27, §5 (Anm. d. dtsch. Red.). 


8:* 
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Strom im Mittel gleich null sein. Da die freie Flugzeit im Vergleich zu der 


Periode des Feldes F klein ist, kann man (4,31) in eine Reihe nach Potenzen 
von F entwickeln und sich auf die Glieder nullten und ersten Grades be- 
schrinken: 


 eFa 
(4,32) 0 = 0) + a Veto! + *. 


Die mittlere Geschwindigkeit ist damit: 


(4,33) . ¥ = Sp(fo) 
und die mittlere Beschleunigung : 
dv AA AA ND me aot ee 
ae = Sp (¥e) =— Sp (te) == ¥/ 45 GE | F1 $0) Pee Gl) = 
F lo apyere 
(4,34) =F 2) de GO) re (BE || 80); 


hier wurde zweimal eine partielle Integration durchgefiihrt. Das Ergebnis 
(4,34) kann man deuten: /:(§€ | t| §¢) ist die Beschleunigung eines Elektrons 
im Zustand §, ¢. Unter Benutzung der verallgemeinerten Beziehung von 
DE BROGLIE (4,16) erhalten wir an Stelle von (4,34): 


dy om ek a 


2?) ae pe 


3/45 0S 0) VeVeb G0). 


Damit ist die mittlere Elektronenbeschleunigung im Gitter im Zustand §, ¢: 


ek a 


(4,36) AFT E ViV;E (§, ¢). 


Die Beschleunigung des freien Elektrons ist unter den gleichen Bedingungen 
gleich ef /m. Man kann eine ,,effektive Masse“ des Elektrons im Gitter 
definieren : 


(4,37) oe ¥ 


CVV ek (S, ¢) , 


Aus (4,37) geht hervor, daB die effektive Masse m* eine Funktion des Elek- 
tronenzustandes §, ¢ ist. Oben wurde gezeigt, daB die mittlere Elektronen- 
geschwindigkeit im Gitter an den ,,Rindern‘* eines Bandes in der Regel 
verschwindet, und da sie in der ,,Mitte‘‘ des Bandes einen Extremwert 
erreicht. Deshalb aindert die Beschleunigung und folglich auch die effektive 
Masse im Gitter ihr Vorzeichen. Im unteren Teil des Bandes ist die Masse m* 
positiv und im oberen Teil negativ. Hieraus erkennt man, da8 die 
Berticksichtigung der Wechselwirkung zwischen Elektron und Gitter dazu 
fiihrt, dafs zwar in gewissem Sinne von einem ,,freien‘‘ Elektron gesprochen 
werden kann, da dabei aber, wie am Beispiel der effektiven Masse zu sehen ist, 


alle charakteristischen Kigenschaften des Elektrons auch Eigenschaften des 
Gitters enthalten. 
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Die Formel (4,35) kann man mit der Beschleunigung siimtlicher freier Elek- 
tronen?) vergleichen und den Begriff der Effektivzahl der Leitungselektronen 
einfiihren. Fiir den Fall freier Elektronen gilt 

ene ae 

dt m”’ 
damit erhalten wir durch Vergleich mit (4,35) und (4,34) 
maz 

he 


(4,38) n¥ = xf 48 o (0) VeVeH Gt) = 


Ma 


=~ S/ dS GE] F182) 70 ED). 


Aus (4,38) ist ersichtlich, da bei gleichmaiBiger Besetzung des Bandes 
(V:@ = 0) die Effektivzahl der Leitungselektronen gleich Null ist. 

Die durchgefiihrte Rechnung kann ohne besondere Miihe auf den Fall eines 
veranderlichen elektrischen Feldes kleiner Frequenz q@ verallgemeinert 
werden, wenn man die raumliche Inhomogenitit des Feldes vernachlissigen 
kann. In diesem Falle erhalten wir fiir die Dielektrizitiitskonstante des 
Kristalls?) : 


2 


2 l a 
4.39 + Pa = =e 29/2 ee SH fe) 
) BE ELEC) oF EL, EL) — wo 
wo 


die Frequenz des Uberganges aus der Zone €’ in die Zone ¢’ bei unveriindertem 

Werte des Quasiimpulses § ist. Diese Formel erhalt man aus dem Ausdruck 

fiir den Strom, welcher nach der makroskopischen Elektrodynamik gleich®) 
e—1 OF 


dee Wiges Tap eaae 


ist (o spezifische elektrische Leitfahigkeit). Das zweite Glied in der eckigen 
Klammer des rechten Teils der Formel (4,39) gibt denjenigen Teil der Dielek- 
trizititskonstante an, welcher von den Ubergiingen zwischen den Zonen 
abhiingt, wiihrend das erste Glied den auf die Uberginge innerhalb ein und 


dy : ; 
t) a wurde vorher (4,34) als ,,mittlere Beschleunigung*‘ bezeichnet. Aus (4,23) erkennt 


man, da eigentlich die Summe der mittleren Beschleunigungen aller Elektronen ge- 
meint ist (Anm. d. dtsch. Red.). 

2) Die Herleitung dieser Formel gibt Witson, Theory of Metals, Kap. IV, 1. Aufl. 
(Anm. d. dtsch. Red.). 

3) Polarisationsstrom und Leitungsstrom. Vgl. etwa BECKER, Theorie der Elektrizitat I, 
1949, § 20 (Anm. d. dtsch. Red.). 
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derselben Zone fallenden Anteil bezeichnet. Sieht man von den Ubergingen 
von einer Zone in eine andere ab, so hat die Dielektrizititskonstante dieselbe 
Form wie bei freien Elektronen?) : 

AGN C= as 4nmne 
(4,40) J eeles a 


‘ 3 
mo m* 


wenn man unter n* die Effektivzahl bzw. unter m* die Effektivmasse der 
Leitungselektronen versteht. Aus Formel (4,40) geht hervor, daB eine Methode 
zur direkten Messung der Effektivzahl oder der Effektivmasse der Leitungs- 
elektronen im Kristall die Bestimmung der Dielektrizititskonstante fiir 
verhaltnismaBig langsam veriinderliche Felder ist, bei denen man den Quanten- 
effekt der Ubergiinge in andere Zonen vernachlissigen kann. Unten werden 
wir zeigen (s. § 5), daB man eine aihnliche Methode zur Bestimmung der 
Effektivwerte von n* oder m* auch im Fall eines Systems von Elektronen 
mit beliebig starker Wechselwirkung durchfiihren kann. 

Diese wichtigen Ergebnisse der quantenmechanischen Hinelektronentheorie, 
besonders die Méglichkeit der Hinfiihrung der Begriffe der Effektivmasse 
oder der Effektivzahl der Leitungselektronen, haben einige Vorstellungen 
der elementaren klassischen Elektronentheorie der Metalle gerechtfertigt. 
Es ist z. B. jetzt fiir uns klar, warum ungeachtet der Ungenauigkeit des 
klassischen Modells die Formel (3,1) und die aus ihr gezogenen Folgerungen 
beim Vergleich mit den Versuchser gebnissen einen derartigen ,,Erfolg“ hatten: 
weil die Elektronen im Gitter, obwohl sie einer starken W ccheel irkung mit 
den Ionen unterliegen, doch in gewissem Sinne ,,frei‘* sind. Die Begriffe der 
klassischen Elektronentheorie blieben in der Quantenmechanik nich nur 
erhalten, sondern wurden weiter priizisiert. Durch die Quantenmechanik 
bekam die klassische Theorie einen neuen und tieferen physikalischen Inhalt. 
Uber die Wiedergewinnung der Ergebnisse der klassischen Theorie hinaus 
erméglichte das Quantenmodell auch die Uberwindung einer Reihe von in der 
klassischen Theorie aufgetretenen Schwierigkeiten, wie z. B. der Katastrophe 
der spezifischen Wiirme, der zwei Vorzeichen des Halleffektes usw. 

Die angegebenen Resultate beschreiben die dem Einelektronenmodell ent- 
sprechenden allgemeinen Eigenschaften des Elektrons im Gitter vollstiindig. 
Um genauere Angaben zu erhalten, mu8 man den Verlauf des periodischen 
Potentials naher kennen, Damit ist die Méglichkeit gegeben, die Abhingig- 
keit der Energie und der Dichtematrix vom Quasiimpuls in den verschiedenen 
Zonen, d.h. die Funktionen £ (§, ¢) und o (§, ¢) zu bestimmen. Gewéhnlich 
benutzt man zwei Arten von Niiherungen?): die Methoden der schwach 


1) Vgl. Frouxicn, Elektronentheorie der Metalle, 1936, § 8. (4,40) gilt fiir freie Elek- 


tronen ohne Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen. Die Berechnung von j liefert 
nr 


dann nur einen Term mit at? jedoch keinen mit F (vorige Formel). In der Metalloptil 
ist der letztere wesentlich (Anm. d. dtsch. Red.). 

*) In den letzten Jahren sind auf diesem Gebiet zahlreiche Arbeiten, darunter solche mit 
wesentl'ch neuen Gesichtspunkten, erschienen. Fiir eine zusammenfassende Darstellung 


des modernsten Standes s. SLATER, Electronic Structure of Solids, Technical Report 
Nr. 4, Massachusetts Institute of Technology, 1953 (Anm. d. dtsch. Red.). 
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gebundenen und der stark gebundenen Elektronen. Im Fall der schwa- 
chen Bindung geht man in nullter Niiherung von einem System vollstandig 
freier Elektronen aus und fiihrt in der ersten Niherung ein schwaches periodi- 
sches Potential als Stérung ein. Unter Benutzung der normalen Annahmen 
der Stérungstheorie in Quantensystemen mit kontinuierlichem Energie- 
spektrum erhilt man die Aufspaltung dieses Spektrums in Bander, deren 
jedes einer ihm zugeordneten Zustandszone entspricht. An den Rindern der 
Energiebiinder kann man bei schwacher oder ebenso auch bei fast voll- 
stiindiger Besetzung die Elektronenenergie nach Potenzen des Quasiimpulses 
entwickeln und unter Ausnutzung der Tatsache, daf an den Bandriindern 
V:E (§, 6) = 0 ist, die Energie als quadratische Punietion der Quasiimpulse 
mit der Effektivmasse als Faktor darstellen. Im anderen Extremfall starker 
Bindung geht man in nullter Niherung von einem System isolierter Atome 
mit diskretem Energiespektrum aus, welches in erster Naherung wegen der 
Wechselwirkung des Elektrons mit den anderen Ionen des Gitters aufgespalten 
wird. In diesem Falle kann man ebenfalls die Naherung der Effektivmasse 
benutzen. Es ist offensichtlich verniinftig, die Niaiherung der schwachen 
Bindung fiir die Zustiinde der Valenzelektronen des Kristalls!) und die 
Naherung der starken Bindung fiir die inneren Elektronen?)%) zu benutzen. 

Wie aus der Literatur bekannt, gelang im Rahmen der Einelektronentheorie 
die Erklirung einer sehr groBen Zahl statischer und kinetischer Kigenschaften 
der Metalle und Halbleiter. Man darf jedoch, streng genommen, diese Er- 
klarung nur als qualitative Aussage betrachten. Wegen der Vernachlissigung 
der starken Wechselwirkung der Elektronen untereinander kann man keine 
quantitativ richtigen Ergebnisse erwarten*). Eine Anzahl! von Erscheinungen, 
deren Existenz durch diese Wechselwirkung bestimmt wird, wie z. B. Ferro- 
magnetismus, Supraleitfahigkeit, Besonderheiten der Ubergangsmetalle usw., 
kann man prinzipiell nicht im Rahmen einer Einelektronenniiherung erkliren. 
AuBerdem werden in der Literatur, insbesondere von amerikanischen und 
englischen Verfassern (Arbeiten der Schule von SLATER, VAN VLECK, 


1) Fir eine Kritik dieser Ansicht vg]. SLATER, Phys. Rev. 87,807, 1952 (Anm.d. dtsch. Red.) 
2) Man mu darauf hinweisen, dafs bei Beriicksichtigung der endlichen Ausdehnung 
realer Kristalle neben dem quasikontinuierlichen Energiespektrum des Elektrons diskrete 
Niveaus mit besonderen Bewegungszustiinden des Elektrons erscheinen, die an der Ober- 
flache des Kristalls lokalisiert sind [Tamm (1932)]. AuBerdem treten, wie zuerst LANDAU 
(1933) gezeigt hat, beim Vorhandensein Ortlicher Stérungen des regelmaBigen kristallinen 
Aufbaus des Gitters, wie z. B. Beimischungsatomen, Fehlstellen usw., lokalisierte 
Elektronenzustinde im gestérten Kristallgitter auf. Das Elektron bleibt an Stellen 
,hingen‘‘, an denen die normale Gitterperiodizitit unterbrochen ist. Diese Zustiainde 
spielen bei den in Elektronenleitern vor sich gehenden Erscheinungen eine wesentliche 
Rolle. 

SmirNow (1947) hat die Einelektronentheorie metallischer Legierungen unter Beritick- 
sichtigung der in ihnen auftretenden Ordnungserscheinungen entwickelt. ORLOw (1951) 
erweiterte diese auf die Darstellung der Elastizitiitseigenschaften von Legierungen. 

3) Zum gegenwirtigen Stand der Theorie der Kristalloberfliche s. etwa ARTMANN, Z. 
Phys. 131, 244, 1952 und BaLpock, Proc. Cambr. Phil. Soc. 48, 457, 1952, sowie die dort 
zitierten Arbeiten (Anm. d. dtsch. Red.). 

4) Vgl. hierzu auch Mott-SNEDDON, Wave Mechanics and its Application, 1948, § 39 
und die dort genannten Arbeiten (Anm. d. dtsch. Red.). 
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Mott, STONER u. a.) sehr oft die Folgerungen der grob angendherten Ein- 
elektronentheorie in metaphysischer Weise als absolut richtig betrachtet*) 
und man beginnt unnétige Priizisierungen einzufiihren, die fast schon den 
Charakter von Zahlenangaben haben. Dabei gibt man einer Theorie, die in 
Wirklichkeit fiir eine quantitative Erklirung der Elektronenerscheinungen 
in Kristallen nicht geeignet ist, den Anschein strenger Giiltigkeit. 

Das oben Gesagte fiihrt natiirlich zu der SchluBfolgerung, daB es dringend 
notwendig ist, eine Mehrelektronentheorie der Kristalle zu schaffen, welche 
die aufgezeigten Unzulinglichkeiten der Einelektronentheorie nicht besitzt 
und die es gestattet, eine zutreffendere Erklirung der Eigenschaften der 
Elektronen in Kristallen zu geben. AuBerdem gibt die Mehrelektronentheorie 
die Méglichkeit, die physikalische Begriindung zu finden, warum in einigen 
Fallen die Einelektronentheorie, ungeachtet ihrer Ungenauigkeit, eine voll- 
kommen befriedigende Erklirung des tatsichlichen Zustandes kristalliner 
Korper gibt. 


§5. Allgemeine Mehrelektronentheorie der Kristalle’) 


Nach Abschitzungen ist die Energie der Wechselwirkung zwischen den Elek- 
tronen in Kristallen im Vergleich zu ihrer ,,kinetischen‘‘ Energie (k9 ~ 10-P 
erg, 9 Entartungstemperatur des Elektronengases ~ 104 °K) oder zur Energie 


2 


; e€ 2 
der Wechselwirkung mit den Ionen des Gitters {— ~ 10-°°: 10-8 ~ 10-® erg, 
a 
wo a die Gitterkonstante ist ) nicht klein. Deshalb ist die Vermutung begriindet, 


daB sich bei Nichtberiicksichtigung dieser Wechselwirkung sehr wesentliche 
Eigenschaften der realen Kristalle einer Erklirung entziehen. Aus eben diesem 
Grunde ist, ungeachtet der groBen Erfolge der Einelektronentheorie, das 
Problem der Beriicksichtigung der Elektronenwechselwirkung eine wichtige 
Aufgabe der Quantentheorie der Kristalle. 

Man bemiiht sich manchmal, die Elektronenwechselwirkung als kleine Kor- 
rektur zur ,,nullten** Kinelektronenniherung zu betrachten und beriicksichtigt 
sie unter Zuhilfenahme der normalen Methode der Stérungstheorie. Eine der- 
artige Behandlung des Problems der Elektronenwechselwirkung ruft von sich 
aus keine Schwierigkeiten hervor. Aber da die Stérenergie der Wechsel- 
wirkung mit der ,,kinetischen‘‘ Energie an der FERMI-Grenze des Ausgangs- 
problems durchaus vergleichbar ist und diese auBerdem ein kontinuierliches 
Energiespektrum besitzt, bleibt es vollkommen unklar, was denn eigentlich 
die Rolle des ,,kleinen Parameters‘ spielen soll. 

Man hat Versuche unternommen, die Vernachlissigung der Elektronen- 
wechselwirkung zu rechtfertigen. GURJEWITSCH (1938) hat darauf verwiesen, 
daB nur Klektronen in einem engen Energiebereich an der Fermigrenze 
wesentlichen Kinfluf auf die Kristalleigenschaften haben. Die kleine Zahl 
dieser ,,aktiven™ Elektronen gestattet es dann angeblich, die Wechselwirkung 
einfach wegen des grofken mittleren Abstandes zwischen ihnen zu vernach- 
lassigen. Auch wenn man diese Vorstellung unbesehen iibernimmt, ist noch 
nicht bewiesen, daf die Elektronenwechselwirkung in einem solchen ,,ver- 


1) Vel. Fufnote §. 239. 
2) WonssowskKi (1948 a). 
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diimnten Gase keinen wesentlichen Einflu8 auf die physikalischen Eigen- 
schaften des Kristalls ausiiben kann. Es gibt keinen ausreichenden Grund 
zu der Annahme, daf es bei folgerichtiger Beriicksichtigung der Elektronen- 
wechselwirkung tiberhaupt zuliissig ist, von einer Fermigrenze im Sinne 
des Einelektronenmodells zu sprechen. 

LANDAU und POMERANTSCHUK (1937) beriicksichtigten die Elektronen- 
wechselwirkung als Ursache fiir Elektroneniibergiinge im Kristall von be- 
stimmten stationiren ,,Nullzustiénden® in andere. Bei dieser Behandlung 
wird die Voraussetzung, dai die Wechselwirkung schwach ist, in noch schar- 
ferer Form eingefiihrt. Es wird nimlich angenommen, daB die Wechsel- 
wirkung so gering ist, daB sie nur bei der Kinetik der im Kristall vor sich 
gehenden irreversiblen Vorginge in Erscheinung tritt. Deshalb besteht die 
Gefahr, zu Resultaten zu kommen, die auch nicht niherungsweise aus den 
exakten Gleichungen des Problems hervorgehen. 

Oben wurde auf Versuche hingewiesen, das Mehrelektronenproblem mit 
Hilfe der Einelektronenniherung nach der Methode des ,,self consistent 
field‘ zu lésen (s. § 4). In Anbetracht der groben Niaherungen, welche 
gewOhnlich dieses Verfahren mit sich bringt, besteht keine Veranlassung, es 
auch nur als niherungsweise Beriicksichtigung der Elektronenwechselwirkung 
zu betrachten*). 

Als Ideal wiire eine Theorie zu betrachten, die nicht von der speziellen Form 
der Elektronenwechselwirkung abhingt. Nicht nur erhebliche formal-mathe- 
matische Schwierigkeiten hindern den Aufbau einer ‘solchen Theorie, sondern 
die allgemeine Fragestellung selbst scheint sinnlos zu sein: das System der 
sich gegenseitig beeinflussenden Elektronen im Gitter besitzt praktisch 
keine derartig allgemeinen, von der Form der Wechselwirkung unabhiingigen 
Eigenschaften. Man kann jedoch einige Higenschaften der Elektronen im 
Kristall angeben, welche gegeniiber der speziellen Form der Wechselwirkung 
unempfindlich sind, und zwar zeigt es sich, daB es méglich ist, 


1. mit den Mitteln der allgemeinen Theorie zum Ausdruck zu bringen, 
daB die Elektronen im idealen Gitter nicht drtlich gebunden sind und 


2. die beschleunigende Wirkung des iuferen elektrischen Feldes zu beriick- 
sichtigen?). 


Der bequemste Weg zur Behandlung dieser Probleme ist die Verwendung 
der Dichtematrix, die wir schon in § 4 benutzt haben. Aber im Fall eines 
Elektronensystems mit Wechselwirkung sind in den Energieoperatoren neben 


den Einteilchenoperatoren H, [q;] auch ,,Zweiteilchenoperatoren’ V [q; q;| 
paarweiser Wechselwirkung enthalten, d. h. 


A n A ] mY A 
(5,1) Al-:-G@l= + Alal+s 2 V [qi qj]. 
i=l 4 i+; 


1) Vgl. hierzu PEKAR, Zurn. eksper. teor. Fiz. 18, 525, 1948; deutsche Ubersetzung in: 


Abh. Sowj. Phys. II, 61, 1951 (Anm. d. dtsch. Red.). 
2) Vel. Vorz und HaKkeEN, Z. phys. Chem. 198, 61, 1951 (Anm. d. dtsch. Red.). 
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Deshalb wird die mittlere Systemenergie in dem vorliegenden Falle: 


(5,2) H = Sp(oH,) + Sp(oP), 
wo 
es n(n—I1 A 
(5,3) Oo [qi a;\ == eer SP(a;4;) OU [q, ree Gere yer Gn | 


die ,,verkiirzte‘‘ Dichtematrix fiir ein Elektronenpaar ist. (Die Indizes in 
der Klammer beim Ausdruck Sp bedeuten, daB iiber die entsprechenden 
Veriinderlichen nicht mit integriert werden soll.) Der Zusammenhang zwischen 
der Dichtematrix des einen Elektrons und des ganzen Systems ist nach (4,21) 
durch: ~ 


(5,4) Oolal=n SP(q,) U [dy -*° Gi = Gn] 


gegeben. Unter Benutzung von (5,3), (5,4) und unter Beriicksichtigung der 
Bewegungsgleichung fiir den Dichteoperator UJ des ganzen Systems: 


ihU =HU—UH, 
erhalten wir die Bewegungsgleichung des Operators 0: 
(5,5) thé = Hye —0 Hy + Spq(Vo—oD). 


Zum Unterschied von der Einelektronentheorie geht in (5,5) auBer 6 auch die 
Matrix 6 ein. 


Als mathematischer Ausdruck fiir die Periodizitiit des Kristallgitters dient 
die Gleichung?): 


(5,6) (q/ + a 665 Un + a,| H lay + a, ...5 Qn + a) = 
= (di-+' Gn qf +++ qh), 


wo a, ein Gittervektor ist. Aus dieser Bedingung der Translationsinvarianz 
folgt, genau wie in § 4, dafi die Kigenfunktionen des Elektronensystems mit 
Wechselwirkung im Kristall folgende Eigenschaft besitzen: 


(5,7) Ym (1 “E ay, ---5 Wn - ay) = e cae) Wm (qi, MiNi Qn) : 


Auf den ersten Blick hat man den Eindruck, daB man hieraus noch keine 
detaillierteren Schliisse auf die Eigenschaften des Elektronensystems ziehen 
kann. Geht man aber zur Matrix 6 iiber, so gewinnt man sofort einige wichtige 
Folgerungen, Setzt man niimlich (5,7) in (4,21) ein, so ergibt sich sofort: 


(5,8) (qq +a:|6|a’+a,) =(q@' |6| a”). 


Daraus folgt unmittelbar, daB die Eigenfunktionen des Dichteopera- 
tors @ in der allgemeinen Theorie der Elektronen mit Wechsel- 


*) In dieser und den folgenden Formeln bedeutet q offensichtlich nur die Ortskoordinate 
(Anm. d. dtsch. Red.). 
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wirkung im Kristall sich in derselben Form darstellen lassen, 
wie die Eigenfunktionen des Energieoperators der Einelek- 
tronentheorie?): 


(5,9) x (§; 4) = ef§4 p , q), 


wo die Funktion @ in q periodisch mit der Gitterperiode ist und die méglichen 
Werte des ,,Quasiimpulses‘‘ § aus den normalen Periodizitiitsbedingungen 
bestimmt werden. Bei der Ableitung von (5,9) wurde vorausgesetzt, daB der 
Wert § zur eindeutigen Charakterisierung jedes Eigenzustandes des Operators 
é ausreicht. Somit kénnen die Funktionen y so auf Zonen verteilt werden, 
daB innerhalb jeder Zone x eindeutig durch Vorgabe des Parameters § be- 
stimmt wird, wobei die y-Funktionen in § stetig sind. Jeder Zone kann man 
einen entsprechenden Variabilititsbereich von § und eine bestimmte Zahl ¢ 
zuordnen. (5,9) mu8 man dann genauer in der Form?) 


(5,10) Pied) et oc C3 a) 


schreiben. Die Formel (5,10) bringt eine héchst wichtige Tatsache zum Aus- 
druck. Jedem stationiren Zustand eines Systems in Wechselwirkung stehender 
Elektronen im Kristall entspricht eine genau definierte Gesamtheit von 
Funktionen (5,10), wie das auch in § 4 bei den Elektronen des Einelektronen- 
modells ohne Wechselwirkung der Fall war. Der prinzipielle Unterschied 
besteht jedoch darin, daf die Funktionen (5,10), die ‘die Eigenfunktionen des 
Operators @ darstellen, im Einelektronenmodell gleichzeitig die Kigenfunk- 
tionen des Energieoperators H, jedes einzelnen Elektrons sind. Ihre Form 
ist fiir einen gegebenen Kristall charakteristisch, was in der allgemeinen 
Theorie der Elektronen mit Wechselwirkung nicht gilt. Deshalb ist allgemein 
das System der Funktionen (5,10) fiir verschiedene Zustiinde der Elektronen- 
gesamtheit im Kristall verschieden. Ungeachtet dieses Unterschiedes bringt 
die bewiesene Higenschaft der Matrix 6 eine wesentliche physikalische Tat- 
sache zum Ausdruck: sie zeigt, daB bei Vorhandensein einer beliebig 
starken Wechselwirkung die Elektronen im Gitter nicht értlich 
gebunden sind. Diese Tatsache hingt mit den Eigenschaften des Operators 0 
und nicht mit den Eigenschaften des Energieoperators H zusammen. Der 
Mittelwert des aus Einteilchenoperatoren bestehenden Operators des Gesamt- 
impulses des Systems ist [vgl. (4,23)] 


(5,11) P=Sp(oP) = YoSO6¢| Pls 9. 


Die GroBe (§¢ P | EC), ein Diagonalelement der Impulsmatrix eines einzelnen 
Elektrons bezogen auf das System der Funktionen (5,10), verschwindet in 
der Regel nicht. Da wegen des PAULI-Prinzips die Bedingung 0 < 9 (§,¢) < 1 
gilt, verschwindet auch der mittlere Gesamtimpuls des Systems im all- 
gemeinen nicht. Er wird nur in bestimmten Sonderfallen null: wenn die 


50 
1) Im Originaltext lautet der Exponent: at (Anm., d. dtsch. Red.). 
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Elektronenverteilung (die durch das Spektrum der GroBe Q (6, ¢) gegeben 
ist) so geartet ist, daB in der Summe (5,11) die Glieder mit positivem (§¢ |P lg f) 


gerade durch die Glieder mit negativem (¢ |P | §) kompensiert werden. 
Folglich liefert in einem idealen Gitter ein System von Elektronen mit Wechsel- 
wirkung in der Regel einen nicht verschwindenden Strom. Die Wechsel- 
wirkung zwischen den Elektronen dndert also nicht die grundlegende Eigen- 
schaft der ,,Durchsichtigkeit‘‘ des idealen Gitters fiir Elektronen. 
Wir untersuchen jetzt das Problem der beschleunigenden Wirkung eines langs __ 
der X-Achse gerichteten konstanten elektrischen Feldes 7. Die (4,24) ent- 
sprechende Gleichung fiir @ hat jetzt nach (5,5) die Gestalt: 


AA 


(5,12)  ihé = H,o —oH, + Sp@ (Vo —oV) + eF (X 


0 o — eX). 


— 


Man kann an Hand der Analogie zu § 4 zeigen, daB bei Vernachlassigung von 
Ubergiingen zwischen verschiedenen Zustandszonen des Operators @ (und 
nicht des Operators H) die Lésung von (5,12) die Form (4,30) und (4,31) 
aufweist, und daB wir bei Zeiten, die im Vergleich zur Umlaufsperiode der 
Elektronenbesetzung in der Zone klein sind, die Niherungslésung (4,32) 
erhalten. Mit anderen Worten: mit einer Genauigkeit bis zu in ¢ linearen 
Gliedern ist die beschleunigende Wirkung des konstanten elek- 
trischen Feldes in der allgemeinen Theorie durch dieselbe 
Formel bestimmt, wie in der Einelektronentheorie. Aus (4,32) 
folgt, daB sich unter dem Hinflu8 eines konstanten Feldes die Elektronen- 
verteilung in den Zonen in der Regel aindert. Eine Ausnahme tritt nur dann 
ein, wenn in allen Zustinden einer gegebenen Zone 0, = 0 ist, d. h. wenn 
die Zone gleichmaBig besetzt ist. 

Mit 0 andert sich der mittlere Impuls des Elektronensystems, d. h, die Elek- 
tronen unterliegen einer Beschleunigung. Das Anwachsen des mittleren 
Impulses in der Zeit ¢ nach Kinschalten des Feldes ist gemiB (4,34): 


~ F. x Ax 
(5,13) Ap ee = t Sp (PVs0,). 


Aus (5,13) erkennt man, daB in Zustiinden des Systems, in denen ein Teil 
der Zonen gleichmiBig besetzt ist, wiihrend die tibrigen leer sind, das elektrische 
Feld keine Beschleunigung der Elektronen hervorruft. Wenn insbesondere 
zu diesen Zustiinden der energetisch niedrigste Zustand des Kristalls 
gehort, dann ist dieser offensichtlich ein Isolator oder ein Halbleiter. Im 
anderen Falle ruft ein konstantes Feld einen mit der Zeit anwachsenden 
Strom hervor und folglich ist der Kristall ein Metall. 

Anscheinend existiert kein einfaches Kriterium, welches zu entscheiden 
gestattet, wann der eine oder der andere Fall eintritt. Man kann nur fest- 
stellen, daf ein Kristall nicht leitet, wenn der energetisch niedrigste Zustand 
des Kristalls isoliert liegt (wenn also kein Zustand in unendlich kleiner | 
Nachbarschaft dieses ,,Grundzustandes‘ existiert), da fiir einen isolierten — 
Zustand jede Zone entweder mit maximaler Dichte besetzt oder leer ist 
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(sonst kénnte man andere zu diesem Zustand unendlich benachbarte Zu- 
stiinde finden). Die Umkehrung dieses Satzes ist jedoch im allgemeinen nicht 
richtig. Man kann Beispiele angeben (s. unten, § 7), in denen der niedrigste 
Energiezustand einer gleichmiBigen Besetzung der Zonen entspricht und 
wo gleichzeitig das Energiespektrum kontinuierlich ist. Die Frage, inwieweit 
diese Beispiele real und typisch sind, kann augenscheinlich nur auf Grund 
von Energiebetrachtungen entschieden werden. Beim derzeitigen Zustand der 

Theorie kann man hieriiber kaum Aussagen allgemeiner Art machen. 
Fiir die Stromdichte erhiilt man nach einer partiellen Integration in (5,13): 


a : R aA an 
(5,14) iy a SploVeP)t p 


mh 


Vergleicht man diese Formel mit dem klassischen Ausdruck (3,1) fiir die 
elektrische Leitfihigkeit, so kommen wir zu einer Bestimmung der Effektiv- 
masse im Zustand (&, ¢): 


(5,15) m* =m Ps 


, @ Sp (QoVeP) 
oder der Effektivzahl der Leitungselektronen im Kristall: 


(5,15’) n* = . Sp (0,VeP). 


(Zum Unterschied von § 4 ist der Zustand (§, ¢) jetzt nicht notwendig ein 
Eigenzustand der Kristallenergie.) Auch in der allgemeinen Theorie hingt 
die Dielektrizitatskonstante genau so einfach mit n* oder m* zusammen, 
wie das in § 4 gezeigt wurde (s. 4,39 und 4,40). 

Die angegebenen Beispiele lassen erkennen, dafi die allgemeine Theorie zu 
genau so bestimmten Folgerungen fiihren kann wie die Einelektronentheorie, 
nur sind diese Folgerungen in keiner Weise mit irgendwelchen speziellen Voraus- 
setzungen iiber das Verhalten des Elektronensystems im Kristall verbunden 
(z. B. iiber die Kleinheit der Wechselwirkungsenergie der Elektronen oder 
damit, daB die Wechselwirkung mit der Methode des self consistent field 
berechnet. werden kann usw.). Das Einelektronenmodell gibt auch nur die 
GréBenordnung des Wertes n*. Die Tatsache, daf n* fiir einen gegebenen 
Stoff wirklich praktisch konstant ist (und nicht z. B. von der Temperatur 
abhingt), folgt in allgemeinster Form daraus, daf sich erfahrungsgemiif 
fast immer eine Verteilung @ (5, ¢) einstellt, die dem Minimum der Gesamt- 
energie des Kristalls entspricht (starke Entartung). Man muB hier betonen, 
daB der heutige Stand der Theorie es einfach wegen der auferordentlichen 
Kompliziertheit des Problems nicht gestattet, einen aus der Atomnummer 
des Elementes und den Elementarkonstanten abgeleiteten Ausdruck fiir * 
anzugeben. Doch ist der allgemeine qualitative Inhalt der oben angegebenen 
Folgerungen ein positives Ergebnis der Theorie. Um genauere Ergebnisse 
zu erhalten, muB man niihere Angaben iiber den Charakter des Energie- 
spektrums der Elektronen in Kristallen einfiihren. Hierbei ist, wenigstens 
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beim heutigen Stand der Theorie, die Anwendung der einen oder anderen 
Naherung nicht zu umgehen. 

Die gewonnenen Ergebnisse sind gleichzeitig eine Antwort aut die am Ende 
des §4 gestellte Frage, warum das Einelektronenmodell eine befriedigende 
Erklarung fiir einige der in Kristallen vorkommenden Erscheinungen gibt. 
Die Mehrelektronentheorie bewahrt die Form der Ergebnisse der Zonentheorie, 
aber vertieft und erweitert ihren Inhalt. 


§ 6. Anwendung der Methode der zweiten Quantelung 
auf Probleme der Kristalitheorie ')*) 


Zum Aufbau einer modellmiBigen Mehrelektronentheorie betrachten wir 
erneut die quantenmechanische Ausgangsgleichung (1,5) mit dem Energie- 
operator H in der Form (4,1) zur Bestimmung der stationiren Zustinde. Wie 
schon gezeigt wurde, ist es wegen der auftretenden mathematischen Schwierig- 
keiten nicht méglich, diese Gleichung exakt zu losen. Man ist zu ihrer Lésung 
auf Naherungsmethoden angewiesen. Wir werden eine Methode wahlen, die 
den Mehrelektronencharakter des zu untersuchenden Problems nicht zer- 
stort. Vor allem muB8B man zu einer anderen Darstellung iibergehen, in der 
an Stelle der normalen Raum- und Spinkoordinaten andere dynamische 
Variable — verallgemeinerte Systemkoordinaten a, --- a, —- auftreten. Vor- 
laufig wollen wir diese ,,Koordinaten* nicht genauer festlegen. Wir werden 
die Lésung von (1,5) mit dem Energieoperator (4,1) als Entwicklung nach 
einem vollsténdigen System orthonormierter Funktionen Ya,...a, (Q1 *** In) 
ansetzen : 


(6,1) Pn (Qi°-°Gn) = Py a (Qy; tees Gn) Dainty (Qi -** Gn)- 


Gis seer Oy 


Fiir die Funktionen des Orthogonalsystems sind die ausgewiihlten verall- 
gemeinerten Koordinaten a; die Quantenzahlen und q; ist die Gesamtheit 
der Raum- und Spinkoordinaten des 7-ten Elektrons. 
Die Koeffizienten a (a ++: @,) sind Komponenten der Wellenfunktion des 
Systems in der @- Darstellung. Nach Standardmethoden®) erhalten wir an Stelle 
von (1,5) ein Gleichungssystem fiir die Amplitude a: 


(6,2) Ha (0% +++ On) = 3 (G4, ..., On | H| of +> oh) @ (a «++ a). 
/ 


/ 
a,-+-an 


Gewohnlich stellt man die Funktion yw, vey (Qy> --+> Qn) in der Form eines 
1 


Produktes von Wellenfunktionen g, (q) der einzelnen Teilchen dar. Dabei 
stehen die Quantenzahlen « fiir die Gesamtheit der einzelnen Zahlen, die die 
individuellen Zustiinde der Elektronen charakterisieren. Beriicksichtigt man, 
') Die Darstellung des Inhaltes des Abschnittes 6 und des Anfanges des Abschnittes 7, 
Ifd. Nr, 1—4, folgt im wesentlichen dem Buch yon BoGoLjusow (1949). Ferner vgl. 
Fock (1932), JORDAN-WIGNER (1928), HEISENBERG (1931). 

*) Kine andere, einfachere Ableitung der Gleichung (6,38) geben BECKER und LEIBFRIED, 
Z. Phys. 125, 3, 1948 (Anm. d. dtsch. Red.). 

8) Vgl.z. B. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, 1947, §18 (Anm. d. dtsch. Red.). 
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daB fiir das Elektronensystem dieses Produkt bei Vertauschung zweier 
Koordinaten antisymmetrisch sein soll, so erhalten wir fiir wy, Sean 


6.2’) Ye, sot (a +a) = (1? he, (i) Pag On: 
wo P die Permutationen der Elektronenkoordinaten charakterisiert. Aus 
(6,2’) folgt, daB ya,..., verschwindet, wenn wenigstens zwei gleiche Funktionen 
Ga, im Produkt vorhanden sind; es diirfen unter den Indices «@; also nicht 
paarweise gleiche vorkommen. Dariiber hinaus werden nicht alle Funktionen 
(6,2’) linear unabhiingig sein, da eine Vertauschung der Indices nur einen 
Faktor + 1 hinzufiigt. Um das zu beriicksichtigen, mu man bei der Sum- 
mierung in (6,1) eine bestimmte Reihenfolge der Indices einhalten, etwa: 


(6,3) War (Qi --* Qn) = Pa @ (0% **+ On) Ya, ...y (Ua *°* An): 


Gy wae Op 


(41 SG < +s San) 


Um einige Unbequemlichkeiten der (a, -:+@,)-Darstellung zu vermeiden, 
gehen wir zu der Darstellung der zweiten Quantelung iiber, in welcher 
die Besetzungszahlen der individuellen Zustiinde Mq,*** Na, die Rolle der 
Systemkoordinaten spielen. Im vorliegenden Fall ist entweder n, = 0, wenn a 
keine der Zahlen a, --- a, ist, oder n, = 1, wenn a@ mit einer von ihnen iiber- 
einstimmt. Andere Werte kann », nicht haben (PAULI-Prinzip). Es gilt also 


(6,4) Ng, = 0;1 » Ne, = 2. 

(74) 
Jedem méglichen System von Besetzungszahlen entspricht genau eine Funk- 
tion des Systems yz, (q, --- Qn). Mit der neuen Numerierung erhalt man 
an Stelle von (6,3): 
(6,5) Wo (Gy -** Gn) = = a (tne) aC Feo 


(occ Ney ww) 


ses On 


wo die Funktionen 


1 
(6,6) b ie i a (dy +2 Gn) Tie yni 1 ge a. (qy ARR Gn) 
ein orthonormiertes System bilden. AuBerdem gilt: 
(6,7) 5th, nea eae 
TE 


Man kann das Betragsquadrat der Wellenfunktion der zweiten Quantelung 
somit auch als Wahrscheinlichkeit fiir die Verwirklichung eines gegebenen 
Systems von Besetzungszahlen individueller Teilchenzustiinde ansehen. 
Bestimmen wir jetzt die Gestalt der Operatoren der dynamischen Variabeln 
des Systems in der Darstellung der zweiten Quantelung: die Wellengleichung 
nimmt die Form an: 


(6,8) (H. ay 3) aren, <>) == 0; 


270 S. W. WonssowSKI 


Der Mittelwert eines beliebigen Operators ergibt sich aus der Formel 


(6,9) A= BY a (tgs) Ag alsa +). 


(Gootiejcoe) 


Hier sind der Energieoperator H, wnd der Operator A, in der Darstellung 
der zweiten Quantelung auszudriicken. Um diese Transformation fiir einen 
beliebig vorgegebenen Operator A durchzufiihren, muB man Matrixelemente 
folgenden Typs berechnen: 


(6,10) (+++ mq e+ |A| ngs) = 
: tea (Qy ++ Gn) AU eases (Qi, °** Gn) €Qy +++ dn. 


Im allgemeinen Falle ist die Auswertung der Formel (6,10) sehr kompliziert. 
Beschrankt man sich jedoch auf den Fall von Einteilchen- und Zweiteilchen- 
operatoren (wegen (4,1) interessieren uns nur diese), so bereitet die Berechnung 
keine Schwierigkeiten. Um das gesteckte Ziel zu erreichen, fiihrt man folgende 
Operatormatrizen der zweiten Quantelung ein: 


(6,11) 


us / es (Py we 
Qa; a4, Cayas; a; a, 


welche auf die Wellenfunktionen der zweiten Quantelung einwirken. In der 
gewihlten Darstellung definieren wir die Matrixelemente dieser Operatoren 
folgendermafen: 


(6,12) (2+ e +*+ Lg val | °1 Ba ***) ita. (Qi) Par (Qi) Fr. ng... (iGe***Gn) X 
x Yn. (M1 Gee An) CQ Fg, +++ Tn; 

(6,13) (ele. *9|(Casay doa a 

= | 2, (41) 92, (45) Pa", (Ot) Pat (Wa) W*..mg... (Ui a *** In) X 


x nlc ee (O59593 +++ Qn) dqi dg, dq dqs ---dqn. 


. . . . oS we e 
Wir betrachten zuerst einen Einteilchenoperator 4 = »'4,, fiir den wir 
r=1 
(unter Benutzung der Gleichartigkeit der Summanden dieses Operators) 
erhalten: 


(6,14) (. A OPE 


A n . A 
A | NG +) =) / Ps A, SO ae dq, ++: dQn = 
(ad lee 


ay | Peg aA er pe 


Unter Benutzung des Ausdrucks fiir das Matrixelement in der normalen 
Darstellung : 


A 


A, ath) =| Pay (G1) Ay Pal (M1) UG), 


kann man leicht zeigen (vgl. BoGoLyuBow (1949)), da (6,14) folgende 
Form annimmt: 7 


(ay 
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(6,15) (+++ mg [A | 7G oo n ¥ (a | Ai | of) [Pring (Gi 42 *** Gn) X 


a1, 04 
X Par (Gi) Pa, (41) Mn’. (ide +++ dn) CQiAGy +++ Tn. 
Wegen (6,12) kann man dies auch in der Gestalt schreiben: 
(.-- ng [A] nt a) ue 
a aC | A, | at.) (+++ tg + ane | ee nl, ee), 
@1,04 


Eine additive dynamische Variable hat also in der Darstellung der zweiten 
Quantelung folgende Form: 


(6,16) Ag=n" ¥ (%| A: |e!) @ef, a. 


21 @y 


Ebenso gewinnen wir fiir einen Zweiteilchenoperator die Formel: 


a n(n — 1) y A 
(6,17) D Arnre = — z— DY (yg | Are | 4 5) Geaial; ara0' 
TysTo=1 7 (aay; a},a3) 


in der 


(a, A, | 03) = | Pay (Wi) Pa» (G2) Aye Pas (Gi) Pas (U2) 24, Aq, 


die Matrixelemente des Operators A,, in der normalen Darstellung sind. 
Man kann zeigen (vgl. BoGoLtjuBow), daB die Operatormatrizen dg,o/ 
in enger Verbindung mit den friiher eingefiihrten Dichtematrizen stehen; 
die Dichtematrizen ¢ und @ sind nimlich die Mittelwerte der Matrizen 
Ga, a9, 0/,af DZW. Gq,q’, in der Darstellung der zweiten Quantelung. 

Man kann (BOGOLJUBOW) eine Verbindung zwischen einer solchen Zwei- 
teilchen- und einer Einteilchenoperatormatrix herstellen: 


A A A A 
(6,18) n(n —1) dala’: aay = 1 Aa’ a, Vala, — NO (0, — Gy) Gala, - 


Benutzt man die unmittelbar aus der Definition (6,13) folgende Symmetrie- 
eigenschaft des Operators 


A A 
(6,19) Ds, a9; a, ay = Wags ay; ay a> 


so findet man die Vertauschungsrelationen dieser Operatormatrizen: 


A A A A 
(6,20) n® [au% ao Ag’ a, <= Aa’ ay Aa’, eI — 


—n [ 6 (a, — Gy) aie — 6 (a — a) geo 


Bisher wurde noch nicht die Beschrinkung eingefiihrt, dag unser System 
durch antisymmetrische Funktionen beschrieben wird. Wir untersuchen 
jetzt, wie die Operatormatrizen in diesem Sonderfall aussehen werden. 
Zu dem Zweck setzen wir die Funktionen (6,6), welche die Form der bekannten 
Determinante haben, in (6,12) ein. Um die Operatormatrizen zu bestimmen, 
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entwickeln wir diese Determinante nach den Elementen der ersten Spalte: 


n 

(6,21) ee +6 (192 °° An) = Y (— 1)*~ Pa, (41) Pr (G2 *** In), 

®, (qy+*: Qn) ist die entsprechende Unterdeterminante, die man aus (6,6) 
durch Streichen der ersten Spalte und der Reihe mit der Funktion ga, (4) 
erhilt. Die Summe (6,21), die eine Entwicklung von (6,6) nach den Funk- 
tionen @y (q;) mit g =a, -++-a@, aus der gegebenen Zahlenauswahl ergibt, 
kann man formal auch als Summe iiber alle Zahlen schreiben, ohne Begrenzung 
durch die vorgegebene Auswahl, wenn man einen Faktor n, einfiihrt, wobei 
n, = 1 fir siimtliche zur gegebenen Auswahl gehérigen g und ng = 0 fiir 
alle nicht zur gegebenen Auswahl gehérigen g ist. An Stelle von (6,21) erhalten 
wir somit: 


(6,22) Vv in  Gaeey 


—— Aap PX OOF, (q,) ne (qs a Gn); 
q 


dabei ist inder Summe Yn, iiber alle a <g zu summieren, wobei die Beziehung 
(6,23) Dy (a= Gn) = Po. iigees (Ua 21° In) = VM DEM... (da +1 Wn), 

Ne = Ng — 0 (& — Gy) 

benutzt und folgende Bezeichnung eingefiihrt wurde: 

(6,24) By Na = NM — 0 (@—Q). 

Setzt man (6,22) in (6,12) ein, dann ergibt sich: 


Sy ee) oe 


(6,25) n (... Narr ae 


= 3 (— 1)?" (— 1)2"e mg mg { 2, (45) Po (Gi) da X 


g, 9! ‘ 
x | pal, (U1) Po (i) Fs | Y caymg... (a+ An) Y.. Bon’, (do ***4n) TQy +++ dn. 
In nq baw. Sng ist iiber alle a < g bzw. a <g’ zu summieren. 
Als Resultat einiger einfacher Rechnungen (BOGOLJUBOW) finden wir, daf 


die Einwirkung des Operators Naa, al auf eine beliebige Wellenfunktion 
@ (+++ %q +++) folgenden Ausdruck ergibt: 


(6,26) W (Ge, a! &) = 


= (—1) 2% 6 (1 — Mat t= Ly Y[ng—d (a-a')] § (Na, — 6 (a’ — a})) X 
XW (+++ + 0 (a —a,) — 6 (a — a) «+:). 


wo in der ersten Summe tiber «@ <a und in der zweiten iiber a <a@ zu 
summiueren ist, 

Aus (6,26) ist ersichtlich, da diese Kinwirkung auf folgende Operation hinaus- 
liuft: 1, werden die Argumente n, der Wellenfunktion durch n, + 6(a— @,) 
ersetzt und diese wird mit (—1)*"« 6 (nq,) multipliziert, 2. werden in der 
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so erhaltenen Funktion noch einmal die Argumente n, durch nz — 6 (a — a) 
ersetzt und die Funktion wird mit (— 1)" 6(1—n,/) multipliziert. Zur 
Vereinfachung der Schreibweise fiihren wir in (6,26) ,,Verschiebungsopera- 
toren“ durch folgende Formeln ein: 


(6,27) BaF (mq) = 0 (Ma) F (mq + 1), 

(6,28) Ba F(nq) = 6 (1 — mq) F (mq — 1). 

Es ist zweckmaBig, noch einen weiteren Operatortyp einzufiihren — die 
sogenannten ,,FERMI-Amplituden‘: 

(6,29 dy = (—1)"0 By = fa (— 1), 

(6,30) af = Bi (—1)2% = (—1)2%0 frog <a. 


Dann erhalten wir fiir den Operator ndz,q/ aus (6,26) 


A 


(6,31) Naga! = Ot! da, - 


Auf Grund der Gleichungen (6,27)—(6,31) kann man nun leicht die Ver- 
tauschungsrelationen fiir die FERMI-Amplituden 


(6,32) at dg + dg at = 6 (a —a’), 
sowie ihre Beziehung zu den Besetzungszahlen 
(6,33) ag 


erhalten. 
Die Matrix der FERMI-Amplitude hat auf Grund von (6,29) und (6,30) 


folgende Form: 


&> 


a — Ng 


(6,34) 2. aay ag: E Tee j= 


= (—1)*"9 6 (me,) TI 6 (M2 — ma + 6 (a —a)) g <a. 
(a) 


Fiir eine Zweiteilchenoperatormatrix erhalten wir wegen (6,18) und (6,31): 
(6,35) nm (nm —1) Galo, aay = 44,00, Dei, Ga’. 


Die Darstellung der zweiten Quantelung fiir einen allgemeinen Kinteilchen- 
und Zweiteilchenoperator erhilt nach (6,16), (6,17), (6,31) und (6,35) folgende 
Form: 


non ; tA A A 
) He 
(6,36) ed ee Nae a: | rs ar a 
r=1 (a,,a; 
ae es ] 7 A \ et ote A A 
(6,37) > Ann=>3, Sy (a, @, | Ale | Of GAG, Wg, Oa! dah. 
11,72 =1 Bie: of a5) 


Insbesondere erhalten wir fiir den Energieoperator (4,1) eines Systems von 
19* 
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Elektronen mit Wechselwirkung in der Darstellung der zweiten Quantelung 
folgenden Ausdruck: 


(6,38) Ha = S| ps (Gh) Hoa (dr) My te + 


1 : eae 4 A A RIVA , EN : 
ii > | Pay (U1) Par (Ma) Vio Pal (G1) Pas (Ge) Aq, Ay 43,42, Ugh, Aa + 
(a; a9, a4 a5) : i ‘ 


a 


Diese Formel ist der Ausgangspunkt fiir den Aufbau konkreter Mehrelek- 
tronenmodelle des Kristalls. 


§ 7. Mehrelektronenmodelle des Kristalls') 


1. Eine exakte Lisung der Gleichungen (6,2) zu finden oder, wenn man die 
Lésung dieser Gleichungen vermeiden will, die Eigenwerte des Energie- 
operators (6,38) in der Darstellung der zweiten Quantelung zu bestimmen, 
ist praktisch genau so schwierig wie eine exakte Loésung der Ausgangs- 
gleichung (1,5). Man mu8 deshalb Naherungsmethoden zu Hilfe nehmen. 
Bei der Wahl der Naiherungsmethode treten Schwierigkeiten auf, da es bei 
dem vorliegenden Problem oft nicht klar ist, was man als kleinen Parameter 
ansehen kann, der die Anwendung der normalen Stérungstheorie gestatten 
wiirde, Die Schwierigkeit besteht eben darin, da die Wechselwirkung 
zwischen den Elektronen nicht klein ist. Durch die Analyse des Energie- 
operators eines speziellen Systems kann man manchmal einen kleinen Zusatz- 
term von ihm abtrennen, der dann die Anwendung der Stérungstheorie 
ermoglicht. (Dieser ,,kleine Zusatz** stimmt jedoch nicht mit der Wechsel- 
wirkungsenergie zwischen den Elektronen iiberein.) 

Die beste Niaherung, die in vielen Mehrelektronenmodellen Verwendung 
findet, besteht darin, dafS man in der Entwicklung (6,1) nicht ein vollstandiges 
System orthonormierter Funktionen Ya,...d¢, (Qi Gn) benutzt, sondern in 


passender Weise abbricht und diese ,,abgebrochene‘* Entwicklung wie eine 
vollstaindige behandelt®). Man kann nun auf zwei Wegen vorgehen: entweder 
benutzt man in den antisymmetrischen Produkten (6,2) die Atomfunktionen 
als Kigenfunktionen und setzt die Gesamtheit der Zahlen a, ---@, den Nummern 
der einzelnen Gitterpunkte des Kristallgitters gleich, oder aber man setzt 
fiir diese Funktionen die in der Einelektronentheorie abgeleiteten Wellen- 
funktionen der Elektronen im Gitter (4,15) ein. Wenn man diese zwei Wege 
mit den in der Quantenmechanik der Molekiile zur Lésung der Probleme an- 
gewandten Naherungsmethoden vergleicht, dann entspricht der erste der 
Methode der Atomfunktionen [HEITLER-LONDON (1927)] und der zweite 
der Methode der Molekiilfunktionen (HUND-MULLIKEN). 


1) BocoLtjuBow (1949), BoGoLjuBsow und TyaBLikow (1949), Wonssowsk1 (1935, 
1936, 1949, 1952), HeILIKMAN (1945), WonssowskI und AGAFONOwa (1950), BonTScH- 
BRUJEWITSCH-TJABLIKOW (1951). 

*) Uberneuere Arbeiten hierzu berichtet SLATER, Rey. Mod. Phys. 25, 199, 1953 (Anm. d. 
dtsch. Red.). 
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Verweilen wir bei der Methode der Atomfunktionen. In diesem Falle hat 
(6,2’) folgende Form: 


(7,1) UE = Ver Sate FS = (— L)* yaa (1, 8;) oe Pa, (Tn Sn); 


dabei stehen die Indizes @; kurz fiir die Nummer (Vektor) des Gitterpunktes f 
(s. 4,4), die Drehimpulsquantenzahl J, die magnetische Quantenzahl m, 
sowie die Spinquantenzahl o; r; sind die Raumkoordinaten und s; die Spin- 
koordinaten des i-ten Elektrons. Das Abbrechen der Entwicklung (6,1) 
bedeutet im vorliegenden Falle, daf als Funktionen qa, (1;8;) die Wellen- 


funktionen des Valenzelektrons eines Atoms im Grundzustand, d.h. die fiir 
das niedrigste Energieniveau genommen werden sollen. Bei einem voll- 
stiindigen Funktionensystem wire es notwendig, auch die Funktionen simt- 
licher angeregter Zustiinde zu beriicksichtigen. Man miBte auch den kon- 
tinuierlichen Teil des Atomenergiespektrums einbeziehen. In Ubereinstimmung 
mit dem Anwendbarkeitskriterium der normalen Theorie kleiner Stérungen 
ist eine derartige Vernachlassigung der angeregten Zustiinde in der Ent- 
wicklung (6,1) nur dann berechtigt, wenn die ,,Aufspaltung‘‘ der Energie- 


niveaus der Atome im Kristall klein gegen den Abstand zwischen dem niedrig- 
_sten Energieniveau im Atom und dem ersten angeregten Niveau ist. Sonst 


mu man neben den Funktionen des niedrigsten Zustandes auch die Funk- 
tionen der angeregten Zustinde einbeziehen. Die Beriicksichtigung der an- 
geregten Zustinde macht die Rechnung erheblich komplizierter. Deshalb 
empfiehlt es sich, zunachst ausfiihrlich den einfachsten Fall zu untersuchen, 
in dem nur die Funktionen des energetisch niedrigsten Atomzustandes be- 
riicksichtigt werden. 

In der Entwicklung (6,1) nach den Wellenfunktionen (7,1) mu man alle 
durch das PAULI-Prinzip zugelassenen Produkte der Atomfunktionen beriick- 
sichtigen. In (6,1) gehen deshalb auch Glieder ein, in denen einige Funktionen 
Pa; (TiSi) bei gleichen Werten (f,/, m) sich nur in den o; unterscheiden. Diese 
Glieder entsprechen ,,polaren Zustiinden®: an ein und demselben Gitter- 
punkt befinden sich gleichzeitig mehrere Elektronen. In der ersten von 
FRENKEL (1928) und HEISENBERG (1928) vorgeschlagenen Variante des 
Mehrelektronenmodells fiir den Kristall wurde die von HEITLER und LONDON 
(1927) auf das Problem des Wasserstoffmolekiils angewandte Methode ver- 
allgemeinert. Sie beriicksichtigten nur ,,homéopolare Zustinde‘, In der 
Summe der Gleichung (6,1) bleiben dann nur Glieder mit verschiedenen 
({, 2, m) tibrig. Somit hat in dieser sogenannten ,,Austauschniiherung jeder 
Gitterpunkt des Kristalls, genau wie das isolierte Atom, je ein Valenz- 
elektron?), 

Die Wellenfunktion des Systems hat also in der ,,polaren‘‘ Niiherung die 
Form: 


(7,2) Y (B81, Fee. +--+) Tndn) = Dd @ (0, +++ On) Po... ay (Ti81; -++s En Sn). 


1) Die Spinquantenzahlen o; kénnen dabei natiirlich entweder gleich oder verschieden 
sein. 


276 S. W. WonssowskI 
Die Wellenfunktionen kénnen in dieser Darstellung aus den Sikulargleichungen 


(7,3) S i Po vay (E181 77* Tn Sn) [a — z| Wr, 81°**InSn) ATy-* dT, = O 

Spas Sy 
bestimmt werden, wobei die Summation iiber die Spinkoordinaten zu er- 
strecken ist. Wir bemerken, da die zu verschiedenen Gitterpunkten gehoren- 
den Wellenfunktionen qq; nicht exakt orthogonal sind. Auch ihre Produkte 


sind dann natiirlich nicht genau orthogonal. 
Allgemein ist: | 
(7,4) S| Pa; (8) Pa; (0 8) ET = Oaja; + ES (as &%), 

(s) ° 
wo 8 (ajc) das MaB fiir die Nichtorthogonalitat und ¢ ein kleiner dimen- 
sionsloser Parameter ist. Je gréBer der Abstand zwischen den Ionen ist, 
um so weniger ,,iiberdecken“ sich die Wellenfunktionen im Integral (7,4) 
und um so kleiner ist folglich ¢S(a;a;). Wegen der unvollstandigen Ortho- 
gonalitit der Wellenfunktionen der Atome darf man nicht annehmen, dai 
Integrale vom Typ 


| 2, "+ Day Pa’, Pag dv, ++ dn, 
| ve, ++ Day H pa! ++ Dal AY, --- Tn, 


die bei der Lésung der Sikulargleichungen (7,3) auftreten, stets verschwinden, 
wenn das System der Funktionen qq, ---@a, sich vom System qa’ --- Pa’, 
in nicht weniger als einer, zwei oder drei Funktionen unterscheidet. Dies fiihrt 
zu betrachtlichen Komplikationen bei der Berechnung. Um sie zu vermeiden, 
1iBt man einige Integrale mit sich iiberdeckenden Funktionen stehen, wihrend 
andere ohne entsprechende Begriindung als klein fallen gelassen werden!). 
Wie BoGOLJUBOW (1949) gezeigt hat, laBt sich diese Schwierigkeit dadurch 
umgehen, da man orthogonale Funktionen 6, einfiihrt, die linear aus den 
Atomfunktionen zusammengesetzt sind: 


(7,5) 0g = ~ Uap Pp: 

Damit nimmt die gesuchte Funktion (6,1) die Form 

(7,6) Y (rpsprce Rgey) =) DS bila snag) Da, ...a_ (TS, *** Pn Sn) 

an, WO La 

(7,7) Da, ..dy (E181°° ln Sn) = = (— 1)? Oa, (F181) +++ Ba, (Tn Sn) 

ist und die Amplituden 6 aus den Sikulargleichungen 

(7,8) 2 | Bacon WR ySiap Rete) [7 — #] Yr Sy°°- Tn Sn) Ur,---dr,_ = O 


Tat 


bestimmt werden kénnen. 
1) Zur Beriicksichtigung dieser Terme im Falle der Kinelektronentheorie vgl. PARMENTER 
Phys. Rev. 86, 552, 1952 (Anm. d. dtsch. Red.). 


> 
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Die Transformationsmatrix || Ua, || 1iBt sich als eine Reihe nach wachsenden 
Potenzen des kleinen Parameters ¢ darstellen. Damit ist die Méglichkeit 
gegeben, die mathematisch strenge Methode der schrittweisen Niherung 
anzuwenden'). Wir betonen jedoch, da8 hiermit nur die Abweichung von der 
exakten Orthogonalitit der Atomfunktionen streng beriicksichtigt ist. Die 
urspriingliche Niherung, welche auf dem Abbrechen der Entwicklung (6,1) 
oder (7,6) beruht, ist natiirlich nicht verbessert. 

Wir gehen nun zu der Darstellung der zweiten Quantelung iiber. Auf Grund 
des PAULI-Prinzips kann man fir die Indizes a; in (7,6) eine bestimmte 
Reihenfolge (s. § 6) festlegen. In der festgelegten Ordnung wird z. B. das 
System a, <a, <a; <---<a, der Zahlen a,---a@, durch Angabe der 
Besetzungszahlen Na, *** a,, die in unserem Fall 1 oder 0 sind, vollstindig 
bestimmt. Die Funktionen 6 (a, -+-a@,) werden in die Wellenfunktionen. der 
zweiten Quantelung (s. (6,5)) (...m,...) transformiert, die aus einer Gleichung 
vom Typ (6,8) mit dem Energieoperator in der Darstellung der zweiten 
Quantelung (6,38) bestimmt werden kénnen. Der Energieoperator hat hier 
folgende Form: 


T 1 ’ , pits 1 1 y A A A A 
(7,9) H—=—U,+ DB Lee, @)agag 1) Dd) | F (ajag, 0.04) @0, 4G, a, Ae! ; 
(a, a’) @1 93 a,as 
die FERMI-Amplituden aj und a, geniigen den Vertauschungsrelationen (6,32). 
Die in (7,9) auftretenden Matrixelemente sind durch folgende Ausdriicke 
gegeben: 


(10) Lad) = [05 |— 5 Ae + YE we —R)| Oar, 
ie (f) 
(7,11) F (0G, @@) = if Oc, 92, V (t1T2) Fa’ Ou4 dr, dry. 


Die Hauptaufgabe ist die Bestimmung der Eigenwerte des Energieoperators 
(7,9). AuBerdem brauchen wir noch den Impulsoperator des Systems, der 
zu der Klasse der Einteilchenoperatoren gehért und somit die Gestalt: 


(7,12) P= — Sik [020180 dr) azaq. 


a, 


hat. BoGoLjuBOW (1949) hat gezeigt, wie man die Matrixelemente (7,10) 
und (7,11) in beliebiger Naiherung mit Hilfe der Einelektronenfunktionen 
der Atome berechnen kann. Dabei wird die Transformationsmatrix U4g,. 
wie schon bemerkt wurde, als Potenzreihe nach dem kleinen Parameter ¢ 
angesetzt. Als Resultat einer elementaren Rechnung gewinnt man: 


(118). = Ga — Le 2[ ISCAS Ba) \ ge + ~~ 
a’ B 


oder auf Grund von (7,4) 
1) Eine Methode zur strengen Orthogonalisierung s. L6wp1n, J. Chem. Phys. 18, 365, 
1950 (Anm. d. dtsch. Red.). 
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Gd) sean guess > (foe dt) ga + 


2 


fat S| ee mete f 9b 68 f pe po 7 


a’ | (BAa,a 
Im Sonderfall einer s-Funktion nimmt (7,14) die Form an’): 


1 , , 
(718) 8; (0) =e) — 5 2 or) for ©) oy @) ar + 


Sore) SY for')e (v’) dx’ [ py 0") pyle”) de! +. 
I UAL) 


ob 
| ve 


Setzt man (7,15) in (7,10) und (7,11) ein, so erhalt man nach einer etwas lang- 
wierigen Rechnung mit einer Genauigkeit bis zu «? den Ausdruck: 


(7,16) L(t, f') = [Bo + [ (@ @) — Gy (e)) oF (t) ar] Oy + (1 — by) x 


1 
<1 5] [2-4 0 — | 90) @ 0) —G ow) ary) 97 0) 9) ae + 


| 
ee i Je) <6 @) — [ eG e—G (n).an] p(t) o (rar } + 


8 
x {2 | 9} (t) (G (t) —G, (0) dr +3 | o} (8) (@ (8) — Gy (n)) de + 


+2 | 95 (0) (6) — 6) (8)) dr + | 


und einen noch umfangreicheren Ausdruck fiir F (f,f,, ifs), den BoGor- | 
JUBOW (1949) angab. Aus (7,16) kann man leicht sehen, da folgende Sym- 
metriebeziehungen gelten: 


(7,17) L (f, l') = L(f',h); 


ferner ist | 
(7.18) F (fafa fife) = F (fits tala) =F (fates fa) = F (aby fofh)- 


Es ist wichtig, zu bemerken, daB die Ausdriicke ZL (ff), F (fg, fg) und 
F (gf, gf) fiir f + f klein von erster Ordnung in ¢ sind und daB F (f,f., ff). 
fiir f, + f; und fy + f, klein von zweiter Ordnung ist. 

*) Die Atomfunktionen q¢ (r,s) sind das Produkt aus dem riumlichen Anteil Prim (¥) 

mit dem Spin-Anteil 6 (s — o) (bei der Naherung, in der die magnetische Wechselwirkung | 
vernachlassigt wird). Die Spin-Funktionen sind automatisch orthogonal (delta-Funk-— 
tionen), deshalb braucht man nur die Funktionen Pyim (¥) Zu orthogonalisieren, welche 

im Fall der s-Zustiinde wegen | = m = 0 gleich yy (t) werden. 
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2. Zunichst wollen wir die Ergebnisse der Einelektronentheorie zuriick- 
erhalten. Man iiberlegt sich sofort, da& sie im vorliegenden Falle in der 
Naherung starker Bindung (s. § 4) herauskommen werden, wenn die Wellen- 
funktion des Elektrons im Gitter als Reihenentwicklung nach den Atom- 
funktionen angesetzt wird. Laft man die Wechselwirkungsglieder im Operator 
(7,9) weg, so besitzt die Wellengleichung in der Darstellung der zweiten 
Quantelung folgende Form: 


(7,19) {dg hte) dietre — lH — Ue) | 0, = 0. 
(f, f', 2) 
Weil alle Gitterpunkte gleichberechtigt sind, gilt 
(7,20) Le Gil Yoh (£7); 
wo 
(7,21) Bip [oe e—|— 4, +6 )] 6) dr. 
Ersetzt man in (7,19) die Operatoren a, durch ihre Fourierentwicklung 
A . A A 1 . A 
(7,22) Uo = oa ae Se) Aro, Uc = = ae ies Oyo: 
n (k) Vr 


so erhalt man, wenn man auf Diagonalform bringt: 
Sy Lief) ears = =| da) 09 fe Mito Uc 
(f. f',) k,o (f) 
und folglich fiir die Energie (bis auf eine additive Konstante) 
(7,23) . Hk) = SL(pfet™. 
(f) 
Hier ist Z (f) unter Beriicksichtigung von Gliedern bis einschlieBlich ¢?: 


(7,24) DL (f) = { By + [ (G4 (&) — Gy (r)] g? (x) ar | 6 (t) + 
+ [L—6 (ft) [ [@ @) — G(r) —/ P(r) (E () — 
— Gp (¥1)) dr,| p (t) p(t —f) dr. 


Aus (7,23) und (7,24) erkennt man, daB das gewonnene Resultat voll- 
stiindig mit den Ergebnissen der gut bekannten Niherung der starken Bindung 
des Einelektronenmodells (s.§ 4) iibereinstimmt. AuBerdem wird hier noch 
einmal die Inkonsequenz eines Elektronenmodells deutlich, in welchem die 
Elektronenwechselwirkung vollstiindig vernachlissigt wird. 

3. BoGoLjJuBoW und TJABLIKOW (1949) schlugen eine auerst elegante 
Methode der Stérungstheorie in Operatorform vor. Bei ihr wird der Energie- 
operator des Systems in Form einer Reihe nach Potenzen des kleinen Para- 
meters ¢é (s. (7,4)) angesetzt: 


(7.25) Ho Hy 4-H eH. 
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Formt man den Ausdruck (7,9) unter Beriicksichtigung der Vertauschungs- 
relation fiir die FerMI-Amplituden und der Symmetrieeigenschaften der 
Koeffizienten L(f, f’) und F(f, fs. ffs) (7,17) und (7,18) um, so findet man: 


A 1 

728) y= [EN — FUL IN| Ms + 

uf 

1 

aa 3 > F (tite file) NiNn + Uo: 
fife 

(7,27) eH, = 3 aie ie (f+ 3 PIT) Ns-| Aya. 

fey fhe 
(7,28) eH, — a F (fife, fits) oF, Oy af, G9 ays 2 ayy o- 


AES 0102 
fitfile+fe 


Die Gleichung fiir die ,,nullte“ Naherung wird dann: 
(7,29) | i heew a eats 


Diese Gleichung zeigt, daB die Energieniveaus der ,,nullten’’ Naherung 
durch das System der Werte ... N;... der Besetzungszahlen ... Ny... be- 
stimmt werden: 


1 F 
(7,30) Bx. = S|DUD — 5 Fh th] Ni + 
f if 
1 Eee : 
1 9 pale (fife, fife) a ft Ny. Sb Uo. 
fife 


Diese Gesamtheiten enthalten im allgemeinen Falle die Zahlen NV}, die gleich 
0, 1, 2 sind und der Bedingung 3’ N; =n geniigen. Die GréBen Ny selbst 


(f) 
hangen mit den n,, und. den FERMI-Amplituden a,, iiber folgende Formeln 
zusammen : 


(7,31) Nea S ty = Date. 
(0) o 
d.h. die Zahlen NV; geben die Zahl der Teilchen in den Zustiinden @; an (wenn 
man die Nichtorthogonalitét der Atomfunktionen vernachlissigt, d.h. 
0; =; annimmt, gibt N, die Gesamtzahl der Elektronen_,,verschie- 
denen” Spins an einem Gitterpunkt des Kristalls an), Jedem solchen System 
...N7... entspricht eine Wellenfunktion der nullten Niherung von der 
Porm o-(...1;5°:..) Mi 0 (N;—N}), wo ¢ (... Myo...) willkiirliche Funktionen 
f) . 


der Zahlen ny, sind. Das Energieniveau (7,30) der nullten Niherung ist also 
entartet. Zu ihm gehort die Gesamtheit der oben angefiihrten Funktionen. 
NaturgemaB wird das Niveau, bei dem alle Zahlen N} = 1 sind, das niedrigste 
sein (in der nullten Niherung). Lésungen dieses Typs werden ihrer Natur 
nach ,,quasihomédopolar* genannt (sie sind nicht genau homéopolar, da sie 
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wegen der Benutzung der Funktionen 0, an Stelle von qq eine geringe ,, Bei- 
mischung* polarer Zustiinde enthalten). Niveaus jedoch, in denen es neben 
N;=1 auch Zahlen N} = 2 und eine gleiche Anzahl mit dem Wert 
N; = 0 gibt, sind als angeregt zu betrachten. Man darf aber nicht vergessen, daB 
ein derartiges ,,diskretes“* Spektrum nur in nullter Niherung vorliegt. Wegen 
der Translationsinvarianz des Kristallgitters wird die Verteilung der Spins und 
der Elektronen (sowie der Doppelstellen und Liécher mit N; = 2 baw. Ny = 0) 
nicht értlich zu verstehen sein. Infolge der Stérung (durch die Elektronen- 
wechselwirkung) werden die entarteten ,,nullten‘‘ diskreten Niveaus aufge- 
spalten. Die GréBe dieser Aufspaltung wird durch die Integrale L (f, f’) 
und F(f,f,, /{f3) bestimmt. Wenn das niedrigste Niveau der auf diese Weise 
entstandenen Binder zum Band mit N} = 1 gehért, ist der vorliegende 
Kristall ein Halbleiter oder ein Isolator. In den energetisch tiefsten Zustiinden 
flieBt dann kein Strom, ein auferes elektrisches Feld wird keine beschleu- 
nigende Wirkung ausiiben. Wenn jedoch das tiefste Niveau einem Band mit 
Doppelstellen und Léchern zugeordnet ist, dann ist dieser Kristall ein Metall. 
Auf diesen Tatbestand werden wir unten ausfiihrlich zuriickkommen. 

Zur Beriicksichtigung des Einflusses der Glieder erster und zweiter Niiherung 
(7,27) und (7,28) wenden wir eine Stérungsrechnung an. Wir gehen jetzt auf 
die Operatormethode dieser Theorie ein, die von BOGOLJUBOW und TJABLI- 
KOW (1949) vorgeschlagen wurde. 

Die Funktionen a, der nullten Naherung bilden einen linearen Raum £7). Wir 
fiihren den Projektionsoperator P ein, welcher eine beliebige willkiirliche 
Funktion a in den linearen Raum £ projiziert. Folglich gilt fiir die willkiir- 
liche Funktion a: H,Pa = £,Pa. Die Funktion a kann man in folgender 
Weise als Summe darstellen: 


a = Pa 4 (1 Py abadiehing. 


Mit dem Energieoperator (7,25) nimmt die Grundgleichung (1,5) die Form an: 


07,32) ie, — 2 — 2u, Pa +\# H, cH, eH,) a, = 0. 


Multiplizieren wir nun (7,32) von links mit dem Operator P und beachten 
dabei die Beziehungen 


=P PH 2 AP. Pie HH) 4, =F — HPF — P)a = 0, 
so finden wir: 
(7,33) (f§ —H,— ePH,P — 2PH,P) Pa — ePH,a, — &PH,a, = 0. 
SchlieBlich subtrahieren wir (7,33) von (7,32) und erhalten 
(7,34) (# — H,— eH, — 2H, + ePH, + &PH,) a, + 
+ «(PHP —H,) Pa + 2(PH,P —H,) Pa =0. 


1) £ ist ein Unterraum der Lésungen von (7,29); s. z. B. (7,50): Losungen mit N; = 1 
fiir alle f (Anm. d. dtsch. Red.). 
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Die Energie und den Zusatz a, zur Wellenfunktion setzen wir als Potenzreihe 
des kleinen Parameters ¢ an: 
E=E,+¢4,+ 0 (e&), | 
a,— eK + &#®L 4+ 0 (é). 


(7,35) 


Unter Benutzung dieser Entwicklung zerfallt (7,34) in 


hia (ya he HP Pa, | 
(, — H,) L =(H, — PH,P) Pa + (H, — PH, —A,) K. | 

Die Auflésung dieser. Gleichungen liefert: 

(7,37) Ki Se PAP = ig Ban 

(7,38) LAG = BS He — Hah Pak 


A 


UG Bi A, tee, — A) aj) (PHP a) Pa 
Mit (7,35) nimmt die Gleichung (7,33) folgende Form an: 
(7,39) (z — E,— ePH,P — &PH,P) Pa—# PH,K — &PH,L — 
— &PH,K +0 (s) = 0. 
Wir haben hier beriicksichtigt, daB 
(7,40) (7,— 8, Pa = (BiB aoeo 
ist. Weiter bemerken wir, daf 
PK = PL=0 


ist, so da wir schreiben kénnen: 


A 


PH,K = P(H, — PH,P) K, 
PHL = PLE Pee L, 
PH,K = P(#, — PH,P) K 


(E—E,) Pa = Piel, + 2H, — e(H, — Ba, P)(H, — BH, — PH,P)— 
— &(H, — PH,P)(H, —H,)' (#, — PHP) — 

SE PHP) A, — Be, — Pee 

4 SUH PHP), 8,) (Ay PR eA as Be eee ee 
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wenn man die Ausdriicke (7,37) und (7,38) einfiihrt. Daraus gewinnen wir 
zur Bestimmung der Wellenfunktion ag = Pa die Gleichungen der ersten, 
zweiten und dritten Niaiherung: 


(7,41) Ey) dy = ePH, Pay, 


= 
P 


(£ 
97.42) (E—E,)a,=—P a a ete — PHP) (Hh 


A A 


(7,43) (—E—E,)a, = P { eH, + 2H, ah a PH, P)(H,— By) x 
vAH, — PH, P)— 2 \H, —PH.P) lH, —E,) (B 


A 


x (H, —B,) (#, — PH,P)} Pa. . 


In allen Naherungen wurde die Wellengleichung auf eine Gleichung zuriick- 
gefiihrt, in welcher die Wellenfunktion dem Raum £angehért. Deshalb kann 
man diese Gleichungen als ,, Projektion“‘ der Gleichungen (7,32) inden Raum £ 
betrachten. 

Ebenso kann man eine Formel fiir schrittweise Niherungen zur Berechnung 


des Mittelwertes einer beliebigen dynamischen Variabeln A angeben. Defini- 
tionsgemaB ist: 
A= if a* Aadt. 


Setzen wir hier unter Beriicksichtigung von (7,25) a) + a, ein, so erhalten wir: 
A = [ a} Aagdt 4 4. e[ K* Aagdt + efajdKde -L ‘; K* AKdt + 
+ ¢ f a* ALdt a. e | L* Aaodt +: O(é). 
Bei Laos von (7,37) und (7,38) geht diese Gleichung tiber in"): 
Beis), A — (G5, Aap)— 2 os, (HPAP) (Hy — B,) Aan) — 
ay alah A Hy ethane PP) do) 
WAG Ui. PHP) Bes By) Aas By) 
x (A, — PH,P) a) — & (as, (A, — PH,P) eh —— ae Aa) — 
_ elas, 4 (i, — m7 (A, — BRB) + 


b) 


igh. = PHP ie 2p) \H, —H, P— Ay) x 
* (He — iA ai Aao) + ¢ (ag, A (Ff — 1a As (7, — PH, ties x 


x (H, — Ey) (PH,P — H,) a.) + 0 (2). 


1) Hier und im folgenden wird die Abkiirzung benutzt: 
| a* Aa dt = (at, Aa). 
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Man sieht leicht, daB alle Glieder von der Ordnung ¢ an identisch verschwin- _ 


den, wenn man in ihnen A durch PA P ersetzt. Wir nehmen also die Substitu- 
tion von A durch ii PAP vor und erhalten bis zu Gliedern der Ordnung ¢: 


(7,44) A= (a5, U(A)a0) , 
wo : 
M(A)= PAP + D, (A) Dee 
und 
(145) Did = Pil. PAP) A, 8) (A= Pa 
ee PEP Hee ns (A 2 Rar) 
(Hy PE PB = ne (4— PAP) (H, — BE) (4, — PH,P)}P 
(7,46) Dee Deta 
ist. 


Aus diesen Formeln erkennt man, daB der Mittelwert eimer dynamischen 
Variabeln, der mit der Gesamt-Wellenfunktion a zu bilden ist, gleich dem 
Mittelwert des ,,deformierten‘‘ Operators M (A) ist, der mit der Wellen- 
funktion a) des Raumes £ gewonnen wird. Ks ist also nicht nétig, zur Be- 
rechnung dieser Mittelwerte die vollstindige Wellenfunktion a zu bestimmen. 
Die Formel (7,45) vereinfacht sich in der ersten und zweiten Niherung be- 
trachtlich, und zwar ist 


in erster Niherung: 

(7,47) DAB 6, 

in zweiter Naherung: 

(7,48) D,(4)=— Pe(G,— PH, P(A, By * (A—BAP) P 


Aus den Normierungsbedingungen der Gesamtfunktion a, d.h. (a*, a) = 1 
erhalten wir mit Hilfe von (7,35) und (7,37) folgende Normierungsbedingung 
fiir die Wellenfunktion der nullten Niherung: 


(7,49) (Go; a) {- 
+ (a3, PUA, -— PH,P)(H,— Ey) ° Ht, — PHP) Pa,) + 0 (<8) =1 


4. Die oben dargestellte Variante der Stérungstheorie kann jetzt auch zur 
Losung der Gleichung (7,32) benutzt werden, in welcher der Energieoperator 
durch die Ausdriicke (7,26)—(7,28) gegeben ist. Im vorliegenden Falle 
haben die Wellenfunktionen in nullter Niherung folgende Form 


(7,50) Gig lass Thfg ss) = FE Cig ee) LE ele —— ig 
(f) 
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wo W(...myg...) eine willkiirliche Funktion der n,, ist. Mit anderen Worten: 
die Elemente des linearen Raumes dieser Funktionen werden durch die 
Bedingung charakterisiert, da alle Besetzungszahlen Ny gleich eins sind. 
In den Formeln (7,41)—(7,48) und (7,27), (7,28) treten folgende Ausdriicke auf: 


A 


(7,51) Pajvo, Apa, Ps Paya, Aro, Uhos Apel P. 
Zur Berechnung des ersten Ausdrucks (7,51) beachten wir: 


Qf,0, Uo; Nea Ny QA,e Uo, = 4,0, Afio4 a Ufo Ufo — Mie Ajo UY,o, ate, = 
(9) o 


=> {aho, Apia; Uo jo — Aja Bo Ua, Cnete 
(c) 
Aus den Vertauschungsrelationen (6,32) folgt hieraus: 
at A . 8 A A Soe A ae A p Le A+ A F i At A 
U6, Ufo; Uo Uo — Uo Uo U,o, Uio, = Uo, Uio, Yo Uo +. 
A A A A Ze Ay A . A ae A+ A A A b 
+ Oro, Aye Afi; Apo =i; Uo V,o, Qyio; fo 7 Ufc Uo, Vo UWio, “ie 
A+ (A ek _ A i A A+ A A+ A p Pa 
si Ajo (Qo Qf,0, — O(f ay hh) o) (o =i) Apia, — Uo Uo Uo, Ujo, = 
A. A At A rh 
= 6 (f — fi) 6 (6 — 01) Gf,5, Ao — O(f — fi) 6 (o — a1) af, ays! . 


Diese Gleichung kann man schreiben: 


7 FAS A ie ve 3 ms as i 5 fl pot es 3 
(7,52) ro, Qyh0; Nps Ny; apo, Afio; [d (f fi) 0) (f fh)! fo, Qfh04 : 


Wir betrachten jetzt die willkiirlich vorgegebene Funktion a. Aus (7,52) 
erhalten wir: 


Soi Gio, Byte! Ny ay) — (a9, Ny Gjic, Ayla! %) = 
: the [d (f — fi) Pe O(f ‘ia fy] (a6, Og: Af' ot do) ay 
= [6 (¢—f,) —6 (fF—A)I(a", Pate, ayo! Pa). 
Wegen : 
Nydo9 =a und ayo Ns =a5 
ist aber: 


[6(f— ft) —d(f—f)] (a*, Pato, ay'ot Pa) =0. 
Nehmen wir hierbei f = f, an, so finden wir: 
(a*, Pats, dj'et Pa) =0, fh ft, 
und wegen der Willkiirlichkeit der Funktion a: 


(7,53) Paj.c, so, P =0, wenn f, +f; ist. 


191 


Fir /,; = f, andert der Operator the, Gyo, die Zahl N;, nicht, weil er nur die 
gleichzeitige Erzeugung des Spins gj im Zustand f, und Vernichtung des 
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Spins o, in demselben Zustand bewirkt. Der Operator Gf.c, 4f,0/ ist mit dem 
Projektionsoperator P vertauschbar, weil er jede quasihoméopolare Funktion 
wieder in eine solche iiberfiihrt. Folglich kénnen wir schreiben: 


A A 


(7,54) ’ Pape, Oof P = Gj,0, Y,0{ P. 
Die Berechnung des zweiten Ausdrucks in (7,51) wird in ahnlicher Weise 
vorgenommen und ergibt: 


(7,55) Patg, Geo, Uyfol plot P =0 (fife) + (fh) 


Die symbolische Ungleichung (f,f,) + (fif:) bedeutet, daB das Punktepaar 
~ (fi f5) vom Paar (f,f,) verschieden ist ohne Riicksicht auf die Reihenfolge. 


Im Fall (f,f.) = (fif2) ist jedoch: 


A A A 


AA A A A A A A 
+ + Sot + Det 
(7,56) Pdj,c, Aras Apso, Lfio; P= Afyo, Vfoa2 A303 Af{o; P. 


Zur Anwendung der Stérungstheorie sind noch Ausdriicke der folgenden 
Form zu berechnen: 


fA Nout A A A A 
(7,57) (Hy—Ey) Of,o, Ao, Apfel Aplo? P 


mit der Nebenbedingung: 
(fife) + (fife). 


Der Operator Gy oF Gy! oh Apia! vernichtet je ein Elektron mit dem Spin 
o; bzw. o; im Zustand f{ baw. f, und erzeugt gleichzeitig je ein Elektron mit 
den Spins o, bzw. o, im Zustand f,, f,. In (7,57) wirkt der erwiihnte Operator 
wegen des Faktors P stets auf eine quasihoméopolare Wellenfunktion. Es 
entstehen also durch ihn ,,Lécher“ in den Zustiinden f{, f; und gleichzeitig 
,,Doppelbelegungen“ in den Zustiinden f,, f,. Der Zuwachs der ungestérten 
Energie H, beim Auftreten eines Komplexes von Lichern f; {3 und Doppel- 
stellen f,f, im quasihoméopolaren Zustand ist nach (7,30) fiir ein Paar: 


1 
(7,58) A fifi) = a [Cf ft) + Of fh) — C (A. ft) —C (ft, AD] 
und fiir zwei Paare: 


(7,59) A (hfe; ifs) =A (hh, fi) +A (fe, fe) —O (fi, fs) —C (fe; fh), 
wo 

C (hf fe) =F (fife; fife). 
Hiermit erhalten wir 


A 


=] A A A A 
(7,60) (H, — Ey) Oho Asa Opal Oyo bt = 


A A 


= 1 ; 7 Sie Gc Gytg! Gay'a! P 
A (f1, fo; fi, fo) “1 292 909 oh 
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und entsprechend : 


AA A A A LA = 
(7,61) Pate, Gio, Goh Op'ol Hy—Ey) = 
1 AA A A A 


= ——_— Paj,, af, , Oflan asia 
A (has fas fis fay et a9 M02 Mie 


Diese Formeln gestatten es nunmehr, die Ausdriicke fiir die verschiedenen 
Naherungen in Vase Form anzugeben, 
Um die Gleichungen der ersten Niherung zu bekommen, multiplizieren wir 


(7,27) von rechts und von links mit dem Operator P und finden unter Beachtung 
von (7,53): 


(7,62) ePH,P =0. 


Daraus erkennt man, da die Gleichungen erster Naherung (7,41) sich von 
den Gleichungen nullter Niherung (7,40) nicht unterscheiden. Folglich wird 
die Entartung nicht aufgehoben. Man kann mit Hilfe von (7,44) leicht zeigen, 
daB der Mittelwert des Gesamtimpulses des Systems auch in dieser Naherung 
verschwindet. ' 

Die Gleichung der zweiten Naherung (7,42) bekommt bei Benutzung von 
(7,62), (7,54), (7,27), (7,61) die Form: 


] A A A A 
(7,63) (E— Ey) a)= > ea} F (fi; fe3 fey fh) Ajay Ofna, Af,5, Ufa, U 


== > Paj,., [L (Ah) + SF Usie: AE) Nyda Apia, X 
(Ans Ho 2102) 
eae fe#=f2! 


an F) af,., [L (fe; fe) 7S SF (fe, fs ne ) Nyul ato, Pay. 


Benutzen wir noch die Beziehungen: 


Ny A f,05 (Pi Af,05 Ny Pos Wfsa5 fe ({7 = Ai): 
= A A = A A A A ee A A A rs. 
Ny, A f,05 P= p2 Ajo Lyya Aho P= ea a Ufo, Ufyo P= 
(o) (a) 
A : as A A A A 
a 2 [ajo oho é (O» —o)| fo P= Afi Ca 1) P= J 
() 
Paz o. Ny = Pay,c, (f? a jeu PGF, Ny, ==) 
sowle 
Paj,o, foo, Of, a» Af, P= Paj,o, [6 (Oy Is) am Ufoay Gia A fio. P= 
A AA A A A aA 


BD re oe Set 5 
ae Pujio, fio, Po (4 — 02) te Pajio, V foo, Ufya2 Ufooy P. 


so 1aBt sich die Gleichung der zweiten Niiherung (7,42) endgiiltig in folgender 
Gestalt schreiben: 
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(7,64) (E—B)a = SY IL lhfe) aro, Geos cope Bie ty 
(ay 7 7) 
Hier haben wir die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen eingefihrt: 
(7,65) HO—B— ¥ [Lhh + 2 Ffols te 1X 
Cees 1 
xZLhA+ S Pits hd lapraseae 
hee A (fhe) 


lht)=>F (tytn =- iw Pry [LL (fi te) ner a Phi airtss im) x 


x et) “ie pat Ff Gaffe ry. 
fl (hi) 


Aus (7,44) finden wir, da der Mittelwert des Operators des Gesamtimpulses 
des Systems auch in der zweiten Naiherung verschwindet. 

Man kann zeigen, daB die Gleichungen in zweiter Naherung nach der Methode 
von BOGOLJUBOW und TJABLIKOW genau mit den Ergebnissen des Aus- 
tausch-Mehrelektronenmodells von FRENKEL und HEISENBERG itiberein- 
stimmen. Natiirlich liefert die Methode von BOGOLJUBOW und TJABLIKOwW, 
welche die nicht vollstandige Orthogonalitét der Elektronenfunktionen der 
Atome beriicksichtigt, einen genaueren Ausdruck fiir die in die Systemenergie 
eingehenden Austauschintegrale. 

Um das zu zeigen, fiihren wir an Stelle der FERMI-Amplituden die BOsE- 


Amplituden b,, ein, welche mit den a,, in folgender Weise zusammenhiingen : 


(7,66) Be SS iife be a, = bh "fo > 

wo 

(7,67) "fo = IT (1 —— Nyro’) 
(f', 0’) < (f, @) 


die WIGNERsche Vorzeichenfunktion ist. 


Man sieht leicht, daB 


(7,68) bt, bye = Oy dye = Ng - 
AuBer dem besteht wegen der quasihoméopolaren Niherung fiir die Amplituden 
Dia die Bedingung: 
(7,69) Shh bal, 

(a) 
Zur Definition der WIGNERschen Funktionen sind die Indizes (/,0) in be- 
stimmter Rethentolge zu ordnen. Wir setzen fest, daB (f’, 0’) < (f,o), wenn 
f--=f und (f, 0) < Uf o), wenn o’ <o ist. Dann earn man schreiben 


ay 4 er dhe fits te OF t 
und 
Wf [ a ee 1] =n 1: 


y 9 
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Daraus erhalten wir 
Ay, — 42,4 = OF 4 [i—2m,-3| by, 4 = [ — 2 (ny, 4 —- u)| bf ae 


Aus der Definition der Operatoren ae und bt, folgt?) 


Beg P (ny) = Yona F (m4); 


wo F (nys) eine willkiirliche Funktion der Zahlen ny, ist. Auf Grund von n;,; = 0,1 
erhalten wir 


1—2 i cate 1) b¢_iF ieee = 
2 (m4 — 1] 4 # (mea) 


und hieraus folgt wegen der Willkiir von F(nj,,): 
1 —2 (np 4 — 1)| ee bt 


Als Resultat erhalten wir: 


(7,70) af 4 ay 4 = bf 


1 
2 3 2 


f 
hoe 


und analog 


A 


(7,71) ay, £%,—-4 = bf, 1 by. 


fi ey 
2 


Nach (7,64) hat der Energieoperator in zweiter Naherung bis auf das additive 
Glied E® nach Ausfiihrung der Summation tiber die Spinkoordinaten folgende 
Form: 


a ai AY A pote A ) 
(7,72) te A ne > I (Ai fe) lay, —4 %,,—4 %., —4 %,,-1 
Ii, feo e bs : y 
(fi + fo) 
+ A A+ A 4, A A 4. A 
+ Of, -4 4%, 4 UM, ¥ Mp, -4 TG, 4G, -4 Y,-4 UG, 4 + 


F A A 4 A 
Tr 4f,, 4%, £ Ue, 4 Mo, F)- 


Unter Benutzung von (7,68), (7,70) und (7,71) geht diese Gleichung iiber in: 


a — 2 Lit fe) (4,4 84.4 54 On —4 FO 4 Og OF, On E+ 
Si, fe j ia y ¥ r > “ 
(f1 + fe) 
ao bj, 4 4 7, 1 by, H + bj, 1 by, = bf. 1 Of, 4 


1) Vgl. auch Forme! (23) bei BECKER und LEIBFRIED, Z. Phys. 125, 347, 1948 (Anm. 
d. dtsch. Red.). 
20* 
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Mit den Bezeichnungen: «1, | 
(7,78) b= OF, bn4 =o  -4 =  On- k= 


erhalten wir wegen (7,69) endgiiltig: 


(7,74) H=EBO— Y If f.)+ 
Sis fo 
(fi + fe) 
7 A A A ASS 7 A - A | 
+ 2 Th be) (Wh Gh. — Oh th) Vn Pre — Pr Yr) | 
(fz = Se) | 


Dieser Ausdruck stimmt mit dem Energieoperator des normalen Austausch- 
modells iiberein. Das Austauschintegral lautet nach (7,65), (7,16): 


1 
(7,75) LE (fy, fe) = 3 |? (Ty, Te) Ps, (Ea) Pr (Pr) Pr (Fa) Pry (Fa) Uy IT, — 


1 
ae a Q [o (TM, Ty) Yr, (T,) Pfs (I) [V7 (Ty) = Pi, (Lg) | dr, ang 9, (r) Phe (r) dr ik 


ut 2 2 2 
= Sk | |e (r) pp, (r) ar| |e (I, T2) E oe - a ad x 


Pp, (To) + Phe | er A (fif.) A (tf) 
‘ 2 fee ugh 


wo 


~ ~ 


A (fife) = { {V @) — 0, ) — | 93, @) [V Oy) — 
ae Uy, (r,)] dy, soy, (r) P fy (r) dr; 


~ ~ 


Vo) = a U,(r); Uy; (2) =U; (r) — | P(r, 1’) p(t’) dr’. 


In der normalen Austauschtheorie hat das Integral J (f,, fs) eine etwas andere 
Form, und zwar: 


] 
(7,76) I (A fo) = Q @ (V4, ly) Pf, (1) Pf. (I) Pf, (Ty) Pf, (Ty) dr, dr, eo 


1 : 
maecy [tmnt + oor, He) ] Pry (M1) Pr, (Ra) ANY [ o*, (tT) py, (t) dr + 


a 


1 i 2 
I cy P (f,, f,) | Pf, (r) Pf. (r) in| : 


7 be . 2 oy. . , : - : = . - ~ 
Ks inuB hier darauf hingewiesen werden, da die GréBe und das Vorzeichen 
des Austauschintegrals mit groBer Vorsicht bestimmt werden miissen!). Nach 


*) Vgl. hierzu Rev. Mod. Phys, 25, Heft 1, 1953; insbesondere die Arbeit von VAN VLECK | 
(Anm. d. dtsch. Red.). 
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(7,75) ist dieses Integral in der exakteren Theorie wesentlich komplizierter 
als man tblicherweise annimmt, wenn man weitgehende Schliisse auf die 
Abhangigkeit dieses Integrals von den interatomaren Abstiinden zieht usw. 
Wie WoNsSoWSKI (1947) schon friiher bemerkte, sind diese Folgerungen nicht 
geniigend begriindet. 

Man kann die dargelegte Stérungsmethode weiter entwickeln und die dritte 
Niherung fiir den Energieoperator (7,43) und den Operator des Gesamt- 
impulses (7,45) berechnen. Es stellt sich dabei heraus, da% der Mittelwert des 
Gesamtimpulses wegen des Anteils polarer Zustiinde sogar dann nicht ver- 
schwindet, wenn sich das System im quasihoméopolaren Zustand befindet. 
Der Ausdruck fiir den Energieoperator hat dieselbe Form wie bei der zweiten 
Naherung, nur tritt zum Austauschintegral ein additives Korrekturglied 
hinzu. 

5. Den Fall, in welchem nicht die quasihoméopolaren, sondern die polaren 
Zustiinde die tiefsten sind, untersuchen wir mit einer etwas anderen von 
WONSSOWSKI (1935, 1936, 1949) angegebenen Varianten des polaren Mehr- 
elektronenmodells. Wir setzen wie oben die Wellenfunktion in Form der Reihe 
(7,2) an, wobei wir uns wieder auf s-Zustinde einzelner Atome beschrinken. 
Die Indizes «,, @3, @3 ..., @y im Ausdruck (7,1) teilen wir in vier Gruppen: die 
Zahlen f,, f,, ..., fs geben die Nummern der s-Gitterpunkte an, an denen sich 
je zwei Valenzelektronen mit entgegengesetzt orientierten Projektionen des 
Spinmomentes (,,Doppelbelegungen‘) befinden, die Zahlen 9,, gz, ..., gs die 
Nummern der s-Gitterpunkte, an denen sich iiberhaupt keine Valenzelektronen 
(,,.Lécher*‘) befinden, h,, hy, ..., hy sind die Nummern der ¢-Gitterpunkte, an 
denen sich je ein Elektron mit rechter Spinprojektion (,,einfache rechte*‘) 
befinden, und endlich sind k, k,, .... ky, die Nummern der u-Gitterpunkte 
mit je einem Valenzelektron, dessen Spinprojektion Linksorientierung (,,ein- 
fache linke*) hat. Die Zahl s der Doppelstellen ist gleichzeitig die Zahl der 
Lécher. Zur Festlegung der Elektronenverteilung geniigt es, drei dieser 
Zahlenreihen anzugeben, die vierte ist dann mit bestimmt. Diese drei Zahlen- 
reihen kann man als dynamische Variable unseres Elektronensystems mit 
Wechselwirkung wihlen. Die Amplituden a in (7,2) werden Funktionen dieser 
Zahlen sein. Man kann leicht zeigen, daB die Sikulargleichungen (7,3) in 
diesem Falle folgendermaBen aussehen: 


(7,77) ye (ASD) —| 2, (By — Ly va > (Boy S75) Pe 


— 2 (By + 4} ax a (fgh) + PET [a (Tre | fgh) —a (fgh)] + 
Ig 
a D> Lg [a (P49 | Fgh) <a ise ee (L'pp | fyh) = 2 Pav 4 (Top | toh) + 


f39 f,p 
+ Sym [a (Sas, bg | | fgh) —a(Sx.7, nog | fgh)| a D> Oj 1 (Spo ge | | fgh) — 
hk 9 


— a (Spsn,g+n| fgh)] = Ke 


Die GréBe EL’ stimmt bis auf eine additive Konstante mit der Energie # 
des Systems iiberein : 
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1 1 | 
(7,78) | eB reek 9 mn Y By + 5 Slay: | 
qIY q+ | 


E, ist die ungestérte Energie des s-Zustandes des isolierten Atoms, C' ist die 
Gesamtheit aller quasiklassischen Energien. A ist die Energie der elektro- 


statischen AbstoBung zweier Valenzelektronen an einer Doppelstelle: 


(7,79) A =| P(r)o(jr—r')) @') dear’, | 


By ist elektrostatische Energie zweier Elektronen an verschiedenen Gitter- 
punkten: 
(7,80) Bag’ =| gp? (r) v (jr —r'|) gy (r’) drdr. 


Fir s = 1 und s = 2 stimmt diese Gruppe von Integralen in (7,77) mit den 
entsprechenden Ausdriicken (7,58) und (7,59) in unseren friiheren Bezeich- 
nungen iiberein und gibt den infolge der Bildung von Doppelstellen und 
Léchern fiir die entarteten Niveaus eingetretenen Energiezuwachs an. Die 
darauf folgenden Integrale in (7,77) entsprechen Elektroneniibergingen. 
Iqq ist das bekannte Austauschintegral [s. Formel (7,75) oder (7,76)] zwischen 
den ,,einfachen“ Gitterpunkten. Das Integral fy, fiir einen Elektroneniiber- 
gang vom Gitterpunkt f zum Gitterpunkt p, lautet: 


tug CG) ot / , 2 
(7,81) Bip =Bro + LS Brofi— DY Brogis 
PCO en | I1+++Is 
Ae) Nari) a! v7 @ a 
gp —— op i P GYR SS 2 9P9;> 
reeds 91 ++-Gs—Y 
Wo 


(ae el PEEP AD) | 2 Gita Ry) + Sole ree) ar dr; 
q 


(+ P) q 
Be 2a | @y (r) @p (r) Ss G (r ane R,) — 
: | q(+ PD) 
+ edt Se) pete) de’ — 0 (| rh 9) avy ae 
q (+ P) 
und 


Bipg = [ Pp (L) Pp (¥) v (|r —r]) w(t’) dr’ dr; 


opq = =) Po (0) Pp (8) v (|r —r]) g(r) dr dr’ 


ist. Man darf demnach also, streng genommen, nicht voraussetzen, daB die 
. pays ° aa , o, = os 
,kinetischen Energien Bro baw. Bop des Ubergangs von Doppelstellen bzw. 
Léchern nur von den zwei Koordinaten f, p oder g und p abhingen (p ist 
hier die Nummer eines einfachen Gitterpunktes, unabhingig von der Spin- 
richtung). Ist aber die Zahl s klein, so ist auch der Beitrag der beiden letzten 
Summen in (7,81) klein und die Gré8en f’ und #” sind praktisch gleich ihren | 
ay am / . : . 

asymptotischen Werten 6’ und 8’, Unten werden nur diese asymptotischen — 
Werte der Ubergangsintegrale betrachtet. 
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Die Entstehung von Doppelstellen und Liéchern aus zwei einfachen Gitter- 
punkten, einem ,,rechten** h und einem ,,linken“ k wird durch das Integral +74, 
beschrieben; es ist ‘ 


(7,82) Ya =Yu + DS ym — DS Ymg; 
Picsetaaet Iy+++ Ist 
wo 
ye =| ont) (r) | » Ger—R) + SY v(/r'=2)) 9} ©) be dr 
e : q (+h) q (=k) 
un 


Yieg = [Qn (r) gy (rt) v (|r —r}) @ @’) drdr’. 


Das Integral 6;, schlieBlich beschreibt den Zerfall einer Doppelstelle f und 
eines Loches g in zwei einfache Gitterpunkte — einen ,,rechten‘‘ und einen 
,,linken‘‘; es ist: 


(7,83) eG ey et ceoe shielen duegis 
Sy o2Sa—1 Jy +++ Ig—1 
wo 
$9 = fr) Po (2) | 3 GR) +B oll 4) gy) dear 
- q(#9) q(¥9) 
und 


Sfoa = | Pr (F) Po (t) v (|x —4|) gi (r’) dr dy’. 


Das Symbol 7,’ ist der Operator der Vertauschung der Koordinaten g und ¢ 
in der Funktion a (fgh), das Symbol S;_,,,~., bezeichnet einen Operator, der 
gleichzeitig einen einfachen rechten Gitterpunkt / in eine Doppelstelle f und 
einen einfachen linken Gitterpunkt k in ein Loch g verwandelt. D endlich ist 
die Summe der Austauschintegrale fiir einen Gitterpunkt : 


Slag =D. 
- 


6. Die Lésung dieser Gleichungen ist im allgemeinen Fall wegen groker 
mathematischer Schwierigkeiten praktisch nicht médglich. Eine Analyse 
dieser Gleichungen liefert jedoch in einigen Grenzfiillen neue Angaben iiber 
die Eigenschaften des Systems der in Wechselwirkung miteinander stehenden 
Elektronen im Kristall. Es laBt sich z.B. im Fall groBer Polarisations- 
energie A, in dem man also die Gré8en B, J, B, y, 6 als klein gegen A ansehen 
und -.lso die Lésung der Gleichung (7,77) als Reihe nach Potenzen dieser 
kleinen GréBen ansetzen kann, zeigen, da die Zustiinde des Elektronen- 
systems in zwei Klassen zerfallen. Die erste Zustandsklasse liegt in der Nihe 
der Zustiinde, die beim Austauschmodell als quasihoméopolar bezeich- 
net wurden und die wir schon oben bei der Besprechung der Methode von 
BOGOLJUBOW kennengelernt haben. Natiirlich gibt es in diesen Zustiéinden 
eine ,,Beimischung“‘ polarer Zustinde, da die Wahrscheinlichkeit fiir die 
Erzeugung von Doppelstellen bzw. Léchern nicht verschwindet (yj, == 0). 
Die entsprechenden Amplituden in der Entwicklung (7,2) sind aber fiir diese 
Beimischung kleine GréBen der Ordnung y/A usw. Zur Illustration betrachten 
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wir als einfachstes Modell eine lineare Kette aus N Atomen, in der an einem 
Gitterpunkt ein Elektron mit Rechts-Spin liegt, wihrend sich an den anderen 
Gitterpunkten Elektronen mit Links-Spin befinden. Jeder ungestorte nicht- 
polare Zustand dieses Modells ist vollstindig durch die Angabe der Nummer h 
des einzigen Gitterpunktes mit Rechts-Spin bestimmt. Deshalb ist die ent- 
sprechende Wellenfunktion einfach gleich a, (h). Von den, polaren Zustanden 
werden in erster Niherung nur solche Funktionen a, (f, y) nicht verschwinden, 
bei denen die Gitterpunkte f und g unmittelbare Nachbarn sind, d. h. f, f + 1. 
Dieser Zustand kann offensichtlich nur aus zwei nichtpolaren Zustiinden a (f) 
und a (f + 1) entstehen. Auf Grund der allgemeinen Stérungstheorie muf 
der Zusammenhang zwischen diesen Funktionen linear sein. Aus (7,77) finden 
wir wirklich niherungsweise : 


(7,84) a (bh f+)) = 4 lao lf + D—a (f), 


(7,85) ay (f+ 1, A) =F [ag (f) ~ a0 (f + D1. 


Dab y < A ist, geht daraus hervor, daB die Amplituden der polaren Zustande 
a, (f, f+ 1) kleiner sind als die der urspriinglichen nichtpolaren Zustinde. 
Geht man nunmehr zu den polaren Funktionen a, (f,g) tiber, fiir welche 
| fg |> 1 ist, dann stellen sich diese als klein gegen die eben betrachteten 
,,Nachbar“-Funktionen heraus. Man kann sich davon tiberzeugen, indem 
man die Gleichung (7,77) auf die Funktionen a, (f, 7) anwendet: 


(7,86) [H’—A+ B(|f—g|)la, (7,9) = 
= PB fa, (f+ 1,9) + a, (f—1,9)] + B" [ay (f,9 +1) + a, (f,9g —1)} 
oe Otay 


Im Fall von ,,Nachbarn‘‘ lauten die Gleichungen (7,86): 

Cote es Ae Baler a bat) = 
= Bray (f+ 2, f) + Bia (f+ 1,f—1) + Ja, (f,f+1) 4+ 
+ Y [ao (fF + 1) — ap (f)), 

(B8)i0 [eat Bs lag (ff 1) = 
= Bia, (f— lft 1) af By’ ay Ts i = 2) = Jay (f = Mery, “ho 
+ Y [ae (Ff) ay (f + 1), 


wo Bi und BY die Werte des Ubergangsintegrals fiir |f—g|=1 sind. Die 
Gleichungen (7,87) und (7,88) geben fiir groBe A die schon bekannten Formeln 


(7,84) und (7,85). Zur Lésung der Gleichung (7,86) erinnern wir daran (s. § 5), _ 


daB ein System von Klektronen mit Wechselwirkung im Kristall wegen der 
Translationsinvarianz stets einen Gesamtquasiimpuls besitzt. Wir setzen 
deshalb die Lésung von (7,86) in der Form an: 
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(7,89) ay (f,g) = eb (f —9g). 


Andererseits erhalten wir nach WONSSOWSKI und SCHUR (1948) aus der 
/ normalen Austauschtheorie 


Tey 932 
7.90 a = = ef, 
VE o (f) Vv 


Hiermit gehen dann (7,84) und (7,85) in 


(7,91) b, == 7 aes, bas 7 (el — 1) 


VN: Wrz 
liber. Setzen wir (7,89) in (7,86) ein, so bekommen wir: 
(7,92) (E’ —A + B,) by = (B ef + BY) beg 1 + (BY e+ B”) by 1. 


Es mége zunichst 1 < * < m sein; dann finden wir nach (7,92) fiir den Fall 
c— 2: 

(7,93) (H’ — A + B,) b, = (f’ ef + B”) b, + (f" et + B’)b 

Der linke Teil dieser Gleichung ist in erster Naiherung —- Ab,. Nehmen wir 


an, da8 die 6, mit wachsendem & abnehmen, so mu das gréBte Glied in der 
Forme! fiir 6, nach (7,93) aoe Form haben: 


b, aie ep ef + Bl) B, 
(7,92) hat weiter fiir k = 3 die Form: 


[ — A + B,)b, = (B' ef + B") b, + (pe ® + B”) b 


aus der wir in derselben aha erhalten: 


Setzt man diesen Ausdruck unmittelbar in (7,93) em, dann zeigt es sich, daB 
die Beriicksichtigung des Gliedes mit 6, wirklich zu 6b, eine Korrektur liefert, 
die von hodherer Ordnung klein ist. Damit ist die Voraussetzung gerecht- 
fertigt, daB die 6, mit wachsendem k abnehmen. 

So erhalten wir fiir alle durch die Ungleichung 1 < k <n beschrankten k: 


‘ pr eto + 8" 
(7,94) tap “Fe Yn, 


Entsprechend finden wir fiir — 11> k> —n: 


iw VIN Vie | 
(7,95) b, = (— 1)/#!- (FEE) k b 


-1° 
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Um die Endlichkeit des Kristalls zu beriicksichtigen, fiihren wir die Periodizi- 


tatsbedingungen by. y = b;, insbesondere by = bn (m= z N) ein und 
erhalter damit : 


(7,98) by =D-n =— 3 LNB" +B) bn a +B +B") bys]. 


Die Formelgruppe (7,89), (7,91), (7,94), (7,95) und (7,96) gibt die vollstaindige 
Lésung des gestellten Problems. 

Die durch die Beimischung polarer Zustinde hervorgerufenen Korrekturen 
zur Kristallenergie finden wir aus der Betrachtung der Gleichung fiir die 
Funktionen a, (#). Aus (7,77) finden wir: 


(7,97) € a9 (h) + I [ag (h +1) + aq (h — 1) —2 Gy (h)] = 
= 6 [a; (hh +1) + a, (hh —1)—a, (h + 1,h)—a, (4 —1, A). 


Das Einsetzen von (7,84) und (7,85) in (7,97) zeigt, daB man in erster Naherung 
den Einflu8 des Vorganges der Vernichtung von Doppelstellen und Léchern 
auf die Zustinde a, (h) beschreiben kann, wenn man ein ,,effektives Austausch- 
integral‘ einfiihrt: 

) 
(7,98) iE =1—27. 
Wihrend die Koeffizienten a) (h) sich in dieser Naherung nicht andern, 
wiachst die Energie um folgenden Wert: 


(7,99) Altes =i! . (1 — cos w). 

Man kann die Berechnung bis zu einer beliebigen Niiherung weiterfiihren. 
Das Ergebnis stimmt vollstindig mit der zweiten Niiherung der Theorie von 
BOGOLJUBOW iiberein [s. den Ausdruck fiir das Austauschintegral (7,75)]. 
Die physikalische Bedeutung dieses Ergebnisses ist folgende: unter den 
Zustinden, die dem Vorhandensein eines Elektrons mit Rechts-Spin h ent- 
sprechen, gibt es N-Zustiinde, die nahe bei den Zustinden des normalen 
Austauschmodells, das die polaren Zustiinde nicht beriicksichtigt, liegen. 
Obwohl in dem betrachteten speziellen Modell die Wahrscheinlichkeit der 
Existenz von Doppelstellen und Léchern in diesen Zustiinden beriicksichtigt 
wird, ist doch unter der Voraussetzung einer groBen Energie A diese Wahr- 
scheinlichkeit klein und nimmt mit zunehmendem Abstand zwischen Doppel- 
stelle und Loch schnell ab. (Wenn alle Funktionen a, (f,g) gleichgro8 von 


der Ordnung q Waren, wiirde selbstverstiindlich ihr KinfluB iiberwiegen, 


da die Zahl dieser Funktionen gleich N (N —1) ist, wiihrend die Zahl der 
Funktionen ay (h) nur XN ist.) 

Charakterisieren wir den ,,Polarititsgrad‘‘ eines gegebenen Zustandes durch 
den Mittelwert der Doppelstellen (oder Licher) s in diesem Zustand, so 
erhalten wir fiir die betrachtete Klasse quasihoméopolarer Zustiinde: 


(7,100) g~ i <1. 
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Eine bekannte Ausnahme ist der Fall a) (h) = const., der dem niedrigsten 
Energieniveau eines ferromagnetischen Halbleiter-Kristalls entspricht; hier 
liegen rein nichtpolare Zustiinde vor, fiir welche s = 0 gilt. 

Man zeigt leicht, daB dieser Schlu8 nicht nur fiir den vorliegenden Spezial- 
fall gilt, sondern auch fiir eine beliebige Anzahl von Rechts-Spins sowie 
auch fiir ein dreidimensionales Gitter. 

Um zu beweisen, da man die betrachtete Klasse der Elektronenzustinde im 
Kristall wirklich quasihoméopolar nennen kann, ist die Frage nach dem 
Mittelwert des Operators fiir den Gesamtimpuls des Systems sowie nach der 
beschleunigenden Wirkung eines auBeren elektrischen Feldes zu kliren. 


Der mittlere Gesamtstrom P,, der von dem Elektronensystem im ganzen 
Kristall iibertragen wird, ist?) : 


= PM ET Ow ip ioe 
7,101 P,==— > . eae. | ea 
( ? re E 0(r,); ied x 


Setzen wir hier die Gesamtwellenfunktion: 


(7,102) SE PS = a aligh) say Tree ew) 
g 
ein, so finden wir: 
= h 
(7,103) P,= > SY Y  [at(fyh)a(fg’h’) —a'(f'g'h’) a(fgh)| x 


2mt jZ1 yon Tyo 
Ela e Ot ran - OW" (fgh) 
* [i a), aay Je 


WONSSOWSKI (1935) hat gezeigt, daB in nullter Naiherung, wenn a, (fg) = 0 
und die Gesamtwellenfunktion des Systems gleich a, (h) ist, der mittlere 
Strom verschwindet, wie oben mit der Methode von BOGOLJUBOW gezeigt 
wurde. Der mittlere Strom verschwindet auch, wenn man die polaren Zu- 
stiinde in der ersten Niherung (7,84) und (7,85) beriicksichtigt. Erst in den 
héheren Niaherungen (s. oben S. 291) erhalten wir dann einen Strom. 
7. Wir betrachten nun die beschleunigende Wirkung eines auBeren elektrischen 
Feldes. Die Behandlung dieses Problems wird in unserem Modell dadurch 
erschwert, daB die Wellenfunktionen der gewihlten Darstellung kein voll- 
stindiges System bilden und nicht streng orthogonal sind. (Der letzte Umstand 
kann iibrigens nach der Methode von BOGOLJUBOW beriicksichtigt werden, 
s. oben 8.276.) Die Anwendung der normalen quantenmechanischen 
Methoden zur Beriicksichtigung des Einflusses eines aiuBeren elektrischen 
Feldes erfordert hier also eine besondere Begriindung. Am konsequentesten 
ist folgende Betrachtungsweise. Der Operator der potentiellen Energie eines 
aiuBeren konstanten liings der x-Achse gerichteten elektrischen Feldes ist: 
3 N 
(7,104) Wer SH; 
j=l 


a) fs bedeutet: y-Komponente des Gradienten von YW beziiglich der Koordinate 
v5 
r; (Anm. d. dtsch. Red.). 
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Vernachlissigt man Effekte der Art atomarer Anregung durch ein konstantes — 
Feld, so mu8 man die vollstindige Wellengleichung 


in neuer Form schreiben, indem man die Nummern der Gitterpunkte f, g, h 
als ,,Koordinaten‘‘ des Systems einfiihrt. Der Operator (7,104) besitzt nicht- 
diagonale Matrixelemente, die den verschiedenen Arten von Elektronen- 
iibergiingen entsprechen. Diese Matrixelemente sind einfach zu den ent- 
sprechenden Matrixelementen des Energieoperators hinzuzufiigen. Den gro8ten 
Beitrag liefert der einfache Ubergang eines Elektrons von einem Atom zu 
einem benachbarten. Bei Vernachlissigung der unvollstandigen Orthogonalitit 
der Funktionen ist dieser Beitrag: 


oF f py (t) eqy sa (t) ar. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen hangt dieser Ausdruck nicht von 
der Nummer des Gitterpunktes f ab und ist seiner GréBenordnung nach 
kleiner als ef'd, wo d die Gitterkonstante ist. Bei schwachen Feldern ist 
eFd offenbar kleiner als alle iibrigen Energien der Gleichung (7,77). Die 
Beriicksichtigung der nichtdiagonalen Elemente des Operators W fiihrt also 
nur zu verhaltnismaiBig kleinen Zusiitzen zu den Energien vom Typ f und y 
(wobei einige Zusatzwerte mit dem positiven Vorzeichen und andere mit dem 
negativen Vorzeichen eingehen). Es ist deshalb klar, daB wir nichts Wesent- 
liches einbiiBen, wenn wir diese Elemente tiberhaupt weglassen. Die Diagonal- 
elemente des Operators W verschwinden jedoch nur in den polaren Zustiinden 
nicht und sind nach WONSSOWSKI (1935): 


8 

(7,105) eFd » (fj—9); 

j=l 
wo tiber die Nummern aller Doppelstellen und Licher des gegebenen Zustandes 
summiert wird. Das Auftreten dieser Ausdriicke ist mathematisch gesehen 
das wesentlichste Ergebnis der Einschaltung eines elektrischen Feldes. 
Zur Veranschaulichung der Methode betrachten wir als einfacheres Problem 
den Kinflu8 eines iuBeren Feldes auf die Bewegung eines ,,stark gebundenen“ 
Elektrons nach dem Einelektronenmodell (s. § 4). Die Wellengleichung hat 
in diesem Falle folgende Form: 


tha (f, 1) = Bla (f+ 1,t) + a(f—1,2)] + eFfd-a(f, 4), 


wo die Energie des Elektroneniiberganges von Gitterpunkt zu Gitterpunkt 
ist, Die exakte Lésung dieser Gleichung ist 


t 
d i 
] v ( = = | f- + 2 A [ cos (» - = t) dt’ 
Gist) = ——= e : 
VN 


deren Bedeutung man kurz formulieren kann: unter dem Einflu8 des Feldes 


> 


andert sich der Quasiimpuls w in w ar a: t. Das ist aber schon aus der 


genauen Theorie bekannt (s. §§4 und 5), und somit kann man feststellen, daB 
die angenommene Niherung eine verniinftige Grundlage hat. 
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Wir untersuchen nun den Einflu8 der Stérung (7,105) auf die betrachteten 
quasihoméopolaren Zustinde. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dak 
das System unter den angenommenen Voraussetzungen auch beim Vorhanden- 
sein eines elektrischen Feldes stationiire Zustiinde besitzt, die sich praktisch 
nicht von denjenigen des ungestérten Problems unterscheiden. 

Es ist wesentlich, da8 in nullter Niherung die Matrixelemente des Operators 
(7,104) nach WonssowsKI (1935) exakt verschwinden. In der ersten Naiherung 
macht sich der Einflu8 des Feldes nur darin bemerkbar, daf in den diagonalen 
Gliedern der Gleichungen vom Typ (7,87) und (7,88) der Ausdruck eF'd 
hinzutritt, der im Vergleich zu den iibrigen Energien verschwindend klein 
ist. Die St6rung (7,105) kénnte nur in denjenigen Gleichungen zu wesentlichen 
Anderungen fiihren, die sehr grofen Differenzen (f—g) entsprechen. Diese 
Glieder spielen jedoch keine Rolle, weil wegen (f—g) ~ org Du ein noch 
schnelleres Abnehmen der Funktionen a, (fg), die, wie oben gezeigt wurde, 
sowieso praktisch verschwinden, bei wachsendem (f —g) herauskommt. 
Diesen Ergebnissen kann man folgende anschauliche Erklirung geben. Wir 
haben oben gefunden, daf die vollstiindigen Wellenfunktionen héherer 
Naherung fiir Zustainde mit s + 0 die zu (7,89) analoge Form ~ e/ b (f —q) 
aufweisen. Der Faktor ¢°/, wo w der Gesamt-Quasiimpuls des Systems 
,, Doppelstelle—Loch* ist, weist darauf hin, daB sich dieses System als Ganzes 
iiber das Kristallgitter ausbreiten kann (Translationsinvarianz). Dieses stabile 
System ist jedoch elektrisch neutral, deshalb kann ein konstantes elektrisches 
Feld keinerlei beschleunigende Wirkung darauf haben, obwohl auch ein 
schwaches elektrisches Feld zu einer geringen VergréBerung der Wahrschein- 
lichkeit fiir einen Ubergang eines Elektrons zu einem benachbarten Gitter- 
punkt fihrt. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen (groBe Energie A) sind diese Wahr- 
scheinlichkeiten selbst so klein, daB der Effekt des elektrischen Feldes im 
wesentlichen nichts aindert. Anschaulich kann man sagen, da das _ ,,Ab- 
schneiden‘‘ der Potentialbarriere, das durch das konstante Feld hervor- 
gerufen wird, nur fiir Abstande wirksam wird, die im Vergleich zu der Gitter- 
konstante a sehr gro8 sind und fiir welche die Ubergangswahrscheinlichkeiten 
praktisch ohnehin verschwinden. 

Somit kommen wir zu dem SchluB, daB bei Zustinden des betrachteten quasi- 
homéopolaren Typs bis auf GréBen héherer Ordnung unter dem EinfluB 
eines 4uBeren elektrischen Feldes kein Strom auftritt. Bei geniigend groBem A 
sind ihnen unbedingt die energetisch niedrigsten Zustiinde zugeordnet. Folg- 
lich stellt unser Modell unter den angenommenen Voraussetzungen einen 
Tsolator oder Halbleiter dar. Die wichtigste Konsequenz dieser Schlub- 
folgerung ist, daB die Existenz von Halbleitern (oder Isolatoren) 
mit kontinuierlichem Energiespektrum prinzipiell méglich ist 
(s. oben § 5). 

Die Existenz derartiger Stoffe ist auch in der Hinelektronentheorie nicht 
prinzipiell ausgeschlossen ($4). Tatsachlich stellen wir uns ja vor, daf der 
-tiefste Energiezustand eines ,,Gases‘‘ nicht in Wechselwirkung stehender 
Elektronen bei diesem Modell einer gleichmiBigen Verteilung der Elektronen 
auf Energiebinder entspricht, wobei zu jedem Niveau mit vorgegebenem 
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Quasiimpuls je ein Elektron gehort. Ein derartiger Zustand ist nicht ener- 
getisch isoliert, um so weniger, als wegen der bekannten Auswahlregeln 
(s. §§ 4und 5) das elektrische Feld hier keine beschleunigende Wirkung aus- 
iiben kann. Diese Analogie kann man auch noch weiter durchfiihren. Be- 
trachtet man z. B. nur denjenigen Teil der vollstandigen Mehrelektronen- 
Wellenfunktion, der rein nichtpolaren Zustiinden entspricht, und bildet aus 
diesen die nach den Spinkoordinaten. verkiirzte Dichtematrix (xyz | @| a! y'2") 
(s. §§ 4 und 5) fiir ein Elektron, so wird diese Matrix genau mit der Dichte- 
matrix des Einelektronenmodells im Falle einer gleichmaBigen Zonen- 
besetzung tibereinstimmen. Es besteht dabei jedoch folgender Unterschied: 
wihrend der angegebene Zustand im Einelektronenmodell nur in einem aus- 
gesprochenen Ausnahmefall der energetisch niedrigste Zustand sein kann, 
liegen die Dinge beim Mehrelektronenmodell, wie aus dem oben Gesagten 
klar hervorgeht, wesentlich anders. 

8. Um die mit der Leitfaihigkeit zusammenhingenden Erscheinungen zu 
untersuchen, ist es also notwendig, auf die Betrachtung quasihoméopolarer 
Zustiinde zu verzichten und zur Betrachtung polarer Zustinde tiberzugehen. 


Zur Vereinfachung der Rechnung wollen wir zunaichst voraussetzen, dal} die~ 


Effekte der Erzeugung bzw. Vernichtung von Doppelstellen und Léchern 
keinen wesentlichen Einflu8 auf die Form der stationaren Zustainde des 
Systems ausiiben, so daB man die Gesamtzahlen dieser Anregungszustinde 
des Systems naherungsweise einfach als Konstanten der Bewegung ansehen 
kann. Wie man an dem oben angefiihrten Beispiel sieht, ist eine derartige 
Annahme zumindest unter der Voraussetzung, daB A viel gréBer ist als alle 
iibrigen Energien, durchaus zulissig. Andererseits kénnen polare Zustinde, 
wie aus allgemeinen Kigenschaften des Energiespektrums des Systems folgt 
und wie unten genauer gezeigt wird, nur dann energetisch niedrigste Zustinde 
sein, wenn die Energien vom Typ f# gréBer als A sind oder wenigstens in der 
GroBenordnung von A liegen. Somit beziehen sich, streng genommen, die 
letzten Uberlegungen nicht auf den niedrigsten Energiezustand eines Metalls, 
sondern auf angeregte Zustiinde eines Halbleiters oder Isolators. 

Auer der Vernachlissigung der Vernichtungseffekte von Doppelstellen und 
Léchern fiihren wir folgende radikale Vereinfachung ein: wir verzichten auf 
eine Betrachtung aller Austauscheffekte, d.h. wir werden als Koordinaten 
des Systems ausschlieBlich die Nummern der Doppelstellen und Locher, 
f und g, wihlen. Fiir eine erste Orientierung ist eine solche Vereinfachung 
zwar verniinftig, aber selbst unter diesen Voraussetzungen kann das Problem 
nicht exakt gelést werden. Erstens ist hier im Gegensatz zum quasihoméo- 
polaren Fall der Ubergang vom eindimensionalen Modell zum dreidimensiona- 
len mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden. Weiter entstehen groBe 
Komplikationen dadurch, daB zwischen der Doppelstelle und dem Loch eine 
elektrostatische Wechselwirkung besteht, daB die Méglichkeit des Platz- 
austausches vorhanden ist, und daB die ,,Ubertragungsenergie f’ und pf’ 
von der gegenseitigen Lage dieser Individuen abhiingt. 

Wir werden zweckmiBigerweise diese Schwierigkeiten vorliufig beiseite 
lassen und zu ihnen spiter zuriickkehren. 


Das einfachste Modell ist folgendes: in einer linearen Ionenkette bewegen | 
sich zwei angeregte Zustiinde: eine Doppelstelle und ein Loch. Sie kénnen — 
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nicht zu ein und demselben Gitterpunkt gelangen und kénnen einander des- 
halb nicht durchdringen. AusschlieSlich darauf wird ihre Wechselwirkung 
zuriickgefiihrt. Die Wellengleichung fiir ein solches System kann man nach 
entsprechenden Anderungen auf Grund der eingefiihrten Vereinfachungen 
aus den Gleichungen (7,86)—(7,88) erhalten. Da nur rein polare Zustinde 
mit s = 1 betrachtet werden, kann man zur Verkiirzung der Schreibweise 
die Energie A, die die Rolle einer additiven Konstante spielt, in den Diagonal- 
gliedern weglassen. Als Ergebnis finden wir 


(7,106) H’a(f,g) =6 [a(f+1,9)+a(f—Ly]+ . 
+ BY [a (f,9g +1) +ea(f,9¢g—J)]; |f—g|> 1; 
Fa(f+l1,f)=Pa(f+2,f)+p’a(f+1,f—l)). 


Bei der Lésung dieses Systems ist es bequem, von Folgendem auszugehen. 
In den Gleichungen (7,106) besteht:- kein Zusammenhang zwischen den Funk- 
tionen a (f,g), fiir welche {> g ist, und denjenigen, fiir welche g > f ist. 
Die Periodizitatsbedingungen stellen jedoch unter den von uns gemachten 
Voraussetzungen eine derartige Beziehung her. Fiihren wir die Bezeichnungen 


a(f,g) =a (tg) (f> 9) 
(: (7,9) =a (7,9) (f<g9) 
ein, so lauten die Periodizititsbedingungen: 

(7,108) a (¢ + N,g) =a (f,9); 
a® (t,g + N) =a (tg). 
Die Lésungen von (7,106) haben dann die Form 


(7,107) 


ip 
(7,109) a) (f, g) =i Py [et Ef + 19) a et (nf + &9)} e 2 


(7,110) a” (7,9) = P, fet (ES + 19) _ ef af + 59] e 


Die Phase @ ergibt sich aus: 
” et (+n) MG 
epee Foe + B 
Bi tp e~tEFa) 


und die Amplituden P, und P, aus (7,108). Man sieht leicht, daB es N(N — 1) 
verschiedene Lésungen gibt, wie es sein muB 
Die Energie des Systems ist 


(7,111) LS =? 6" cos (é + t) + B’ cos (n—$)| =: 


aD) G cos (n -L £) + B” cos (: mee $)| = 


= 2 cos nary [p’? + p’’? + 2p’B" cos (E+ )]°. 


Ne 
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Die Lésung kann man anschaulich deuten: in der Kette stellt sich ein stationarer 


Zustand ein, der das Ergebnis von Zusammenst6Ben von Doppelstelle und 
Loch darstellt. Da sie fiireinander undurchlissig sind, tauschen sie bei dem 
ZusammenstoB8 die Quasiimpulse aus und fliegen wieder auseinander. Die 
Breite des (7,111) entsprechenden Energiebandes wird durch die GréBe der 
Integrale p’ und f’’ bestimmt. Die polaren Zustande, Doppelstelle und Loch, 
erscheinen hier wie unabhingige Teilchen mit ihren eigenen Werten des 
Quasiimpulses, wihrend im Falle der quasihoméopolaren Zustande [s. (7,89) ] 
sich der Komplex aus einer Doppelstelle und einem Loch als Ganzes bewegte. 
Diese Ergebnisse lassen sich in denselben Naiherungen ohne Miihe auf den 
Fall beliebiger Werte der Zahl s verallgemeinern. Fiir fp’ = f’’ hat die Formel 
fiir die Energie folgende Form: 


(7,112) Hie Se +2p| Seoss.+ 300s mi]. 
=i i= 


i 
Solange s < zs ist, nimmt die Bandbreite mit wachsendem s zu. Wird aber s 
mit 2 vergleichbar, beginnen die Einschriinkungen, die fiir die méglichen Werte 


von &,, &, ... und 7, 7, ... (vgl. WONSSOWSKI (1936) gemacht wurden, eine 
Rolle zu spielen. Das fithrt dazu, daB von einem bestimmten Wert s an, die 
Breite der Energiebinder wieder abnimmt (bei unseren Naherungen muB sich 


das Spektrum bei s = — in ein isoliertes Energieniveau verwandeln). In- 

folge der Austauschwechselwirkung zwischen Doppelstellen und Léchern, 
N 

wird das Spektrum auch bei s = os die Form eines Bandes haben, dessen 


Breite durch das Austauschintegral gegeben ist. 

Dieses Bild des Energiespektrums macht die Existenz von Metallen vom 
Standpunkt des polaren Mehrelektronenmodells verstiindlich. Wenn die 
Ubertragungsenergien f’ und f’’ mit A vergleichbar sind, so kann durch die 
mit zunehmendem s erfolgende Verbreiterung des Energiebandes die Zunahme 
der Energie des Schwerpunktes ,,iiberdeckt‘‘ werden. Deshalb kann der 
Fall eintreten, dafi das Minimum der Energie zu einem Zustand mit end- 
lichem s gehort. 

Man kann sich bei der Betrachtung polarer Zustiinde von einigen der oben 
vorgenommenen vereinfachenden Voraussetzungen befreien. Wenn man die 
elektrostatische Wechselwirkung zwischen Doppelstelle und Loch und zwischen 
zwei Doppelstellen oder zwei Léchern beriicksichtigt, kann man stationiire 
Zustiinde finden, in denen Doppelstelle und Loch einen einheitlichen Komplex 


darstellen. Offensichtlich ist in diesen Zustinden, genauso wie in den quasi- | 
homoopolaren Zustiinden, kein Strom vorhanden. Es werden auch als eine | 


Variante der polaren Zustiinde, Zustiinde ,,zusammenklebender“ Doppel- 


stellen oder Lécher vorkommen. In etwas anderem Zusammenhang haben | 
BONTSCH-BRUJEWITSCH und WOLKENSTEIN (1950) analoge Zustiinde } 


(sogenannte Dublonen) betrachtet. 
9. Man kann auch Anregungszustiinde betrachten, in denen sich eine der. 
Funktionen im Produkt yy, (tr, +++ ry) nicht auf den s-Zustand, sondern auf. 
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einen Anregungszustand bezieht. Solche ,,Excitonen‘‘-Zustinde wurden erst- 
malig von FRENKEL (1936) betrachtet. 
Die beste Niherung ist jedoch die Annahme, daB der Wert der Energie A 
) sehr grof ist. Bislang gelang es nur, den Spezialfall eines einzigen Rechts-Spins 
genau zu lésen, ohne irgendwelche Voraussetzungen iiber die Gréfe der 
Energie A zu machen. Es ist wesentlich, da8 auch im allgemeinen Fall 
die Zustiinde in zwei Klassen zerfallen, veiche im Gebiet groBer A in die 
oben betrachteten quasihoméopolaren bzw. angeregten polaren Zustinde 
tibergehen. Dabei darf man jedoch nicht annehmen, daB die nahe bei (7,89) 
legenden Zustiinde stets die energetisch niedrigsten sind. Man kann dies 
als prinzipielle Erklarung des metallischen Zustandes durch das_polare 
Mehrelektronenmodell! betrachten. 

10. Betrachten wir jetzt den mittleren Strom in den polaren Zustinden. 
“Man kann leicht zeigen, daB die Gleichung (7,103) hier folgende Form 
annimmt: 
(us) P, = — 9 Sa" (f.g) (af + 1,9) af.) — 


—a(f,g+1)+ + a(f, 9 —1)]—<a (f, 9) [a" (f+1,9)— 
—a*(f—1,g)—a*(f,g + 1) + a°(f,9 —1)}, 


Opti 
R= | 9 (r) aes Bs 


Setzt man in (7,113) Losungen vom Typ (7,109) ein, so findet man fiir den 
Strom 


wo 


Se 
(7,114) P,= — R (sin € — sin 7). 


Es ist natiirlich, daB im energetisch niedrigsten Zustand der mittlere Strom 
verschwindet, weil € = 0 und 7 = 0, aber schon in unendlich nahen An- 
regungszustinden tritt dann ein Strom auf, Einen derartigen Ausdruck fiir 
den Strom gab unlingst T1szA (1950, 1951) in seiner nach dem Mehrelek- 
tronenmodell durchgefiihrten Theorie der Supraleitfahigkeit an. Das hier 
dargestellte polare Modell enthilt auch die von TIszA postulierten Zustinde. 
Das sind die Zustinde, in denen die Doppelstellen und Lécher im Kristall 
geordnet verteilt sind, und diese geordneten ,,Gitter“* aus Doppelstellen und 
Léchern breiten sich wegen der Translationsinvarianz ,,frei im Kristall aus. 
Mit Erhohung der Temperatur geht das System in héher angeregte Zustande 
tiber, welchen eine geringere ,,Ordnung‘‘ in diesen Elektronen-,,Gittern“ 
entspricht. 

Kehrt man zum Problem der Bestimmung der beschleunigenden Wirkung 
eines duBeren elektrischen Feldes auf quasihoméopolare Zustiinde zuriick, 
so laBt sich folgendes sagen. Driickt man die elektrische Leitfihigkeit durch 
die klassische Formel (3,1) aus, so erhailt man fiir die effektive Masse die sehr 
groBen Werte 10-°—10-1g oder fiir die effektive Anzahl von Leitungselek- 
21 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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tronen entsprechend sehr kleine Werte. Deshalb liegt die elektrische ‘Leit- 
fahigkeit fiir reine Halbleiter oder Isolatoren bei nicht sehr hohen Tempera- 
turen im Bereich von 10-% bis 10° Ohm+-cm-!. Bei starken Feldern — 
(> 10> CGSE) tritt eine Abweichung vom Ohmschen Gesetz auf, und 
zwar auf Grund der Verstirkung des Tunneleffektes durch die Potential- 
barriere, die durch das auBere Feld ,,abgeschnitten“ wird. Die elektrische 
Leitfahigkeit geniigt in diesem Falle dem Gesetz 


(7,115) (oe a al | 


wo a, eine Konstante ist?). Diese Formel stimmt qualitativ mit Experimenten _ 
von A. W. und A. F. JoFFE (1939) iiberein. 

11. Die oben dargelegten Versuche zur Lésung der Gleichung (7,77) des — 
polaren Modells geniigen bei weitem noch nicht zur genauen Berechnung — 
der Eigenschaften kristalliner Kérper. Erheblich leistungsfahiger ist fiir diesen 
Zweck die Methode der zweiten Quantelung. Es zeigt sich, da es hier be- 
quemer ist, nicht das allgemeine Schema von BoGOLJUBOW zu benutzen, 
sondern nach WONSSOWSKI (1935) etwas andere Operatoren der zweiten 
Quantelung einzufiihren, die speziell der Beriicksichtigung der polaren 
Zustinde angepaft sind. Verwendet man weiterhin die Darstellung durch das 
System der s-Atomfunktionen, so ist es zweckmaBig, folgende Koordinaten 
einzufihren : 


- = 1 wenn der Gitterpunkt ¢g eine Doppelstelle ist, 
q 


= 0 sonst; 


Q = 1 wenn der Gitterpunkt qg ein Loch ist, 
q 


= () sonst; 


C = 1 wenn der Gitterpunkt q ein ,,einfacher rechter“ ist?) , 
q 


= 0 sonst; 
he ai 1 wenn der Gitterpunkt g ein ,,einfacher linker“ ist®), 
i ee iN sonst. 
Diese Gré8en geniigen im betrachteten Modell offensichtlich den Gleichungen | 


Po + Qq + Ry + Sq =1 (fiir alle q) 


sowie 


YPp=PO=s, F(Ry— Sh) = 2m. 
q q q 


Weiter fiibren wir Verschiebungsoperatoren 
4 — _ _— _ 
olq: Yara. Azz, 099g 
1) Vgl. hierzu die Theorie des elektrischen Durchschlags, z.B. W. FRANz, Erg. ex. Na- | 


turwiss. 27,1, 1953 (Anm.d. dtsch. Red.). 
*) Definition auf S. 291 (Anm. d. dtsch. Red.). 
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ein, die durch folgende Gleichungen definiert sind 


Tei (Pq---) =f (Pet ]...); Lot (Pas) =f (Pa, ...); 
usw. 
Endlich fiihren wir die BosE-Amplituden der zweiten Quantelung ein: 


D,=VPTe, PF =TEVPa, Yo=VOva PE =Vi VO 

Pa=VR Ag, 9 =AZV Re, Ya = VScom YE = 5 VS. 
Man sieht leicht: 
(7,116) Py Py = Pa, Waa = Qe, FaPa = Ra Yaya = Sa, 

DyDy + Paha + YaGa + aps = 1, 

(7,117) VPP; = Eee = 8, 
= (PaPa — Yaa) = 2m 
Diese Operatoren geniigen den Vertauschungsrelationen : 
£7,117’) Dj Dy — Dy Di = by, Oyo — Vy OD, = 0 usw. 


Die Operatoren qg, und yw, stimmen genau mit den oben eingefiihrten BOsE- 
Amplituden (7,66) iiberein, wenn keine Doppelstellen und Lécher vorhanden 
sind. 

Als Ergebnis einfacher Umformungen erhalten wir aus der Gleichung (7,77) 
den Energieoperator in der heretic der zweiten Quantelung: 


(7,118) H=s(4+D)+ (Dy Di, — Pq ¥j) (Dy Bj — Py Vt) Bay — 


7,2 
1 
mer = (Dy Di — Py) (Dy Dy — Vy Fh) [gq + 
q+4q' 
1 
‘ake 5 > (Lapa — Paha) (Pa Yr — Ya Pa’) Loge + 
Sania 
] 
dr eat > (Oy — By) (Oy — GDH) Dog + 
“~q+4q q! 
ee. , 
= ies > (Gay + Papa) Py Pe Bag —- 
aN gepsigt 
a= 
<a » (GaP + Yaya) Po PG Bag + 
we Sle 
1 
vi ri = (Pa Par — Yaa') (Dg Vor — PG Py) vag + 
q+q/ 
1 
Nbapcy (Po Par — Yq Pa) (Dg Par — Pa Pz) Oaar- 
AQF af 


21* 
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WoNSSOWSKI und AGAFONOWA (1951) haben einen allgemeinen Ausdruck 


fiir diesen Operator auch bei Beriicksichtigung der Excitonen angegeben. 
Die Abtrennung kleiner Anregungen, wie z. B. kleiner Abweichungen von 
der magnetischen Sittigung oder schwacher Polarisation, oder umgekehrt 
schwacher Abweichung von der fast vollstindigen Polarisation, gibt die 
Moglichkeit, den Operator (7,118) zu linearisieren und sofort seine Higen- 
werte zu finden, ohne da man erst die Wellengleichung lésen mite. 

Fir ©, =, =0 geht der Operator (7,118) sofort in den Operator des 
gewohnlichen Austauschmodells iiber. Man kann zeigen, dab der Operator 
(7,118) gegeniiber Koordinatentransformationen invariant ist. Genauso, wie 
bei der Methode von BoGoLJUBOW, kann man eine beliebige andere dynamische 
Variable des betrachteten Elektronensystems durch die Operatoren (7,116) 
ausdriicken. Insbesondere hat der Operator des Gesamtimpulses des Systems 
die Form: 


A th 
7119) Py =F [Gen + vaya) (Ou Wy + Pe Pd) — 
GY 
— (vy 4 + Ya Ys) (Og Py + Paha) + 
+ (Yq va — Yaa) (Oy Pg + PF Py) — 
cm (vq Yar ary Yq Py) (Dy Vy + Y Dy)] Ray; 


O ga (t) 
d 
d(r,) 


Ray = i} Pq (¥) 


Die GréBe P verschwindet fiir yy = yg = 0 und fiir ®, = Y, = 0. Allerdings 
ist die erste Bedingung eine prinzipielle Folge der Tatsache, da bei der 
Ableitung dieser Formel die Funktionen qa, (r) und gq (r) (fiir g +’) als 
streng orthogonal angesehen wurden; die zweite Bedingung bleibt auch bei 
genauer Betrachtung bestehen und bringt die Tatsache zum Ausdruck, daB 
bei nichtpolaren Zustinden der vom Elektronensystem getragene Strom 
gleich null ist. 

Der Energieoperator (7,118) gestattet es, die Bewegungsgleichungen fiir 
einen beliebigen Operator, der als Funktion der Operatoren (7,116) ausgedriickt 
werden kann, aufzuschreiben. Wegen der Nicht-Vertauschbarkeit dieser 
Operatoren sind die so gewonnenen Gleichungen derart kompliziert, daB es 
praktisch nicht méglich ist, sie zu lésen. Deshalb benutzt man gewoéhnlich 
nach BLOCH (1932), WoNssOwSKI (1935), BoGoLJUBOW (1949) eine quasi- 
klassische Niherung. In der Formel (7,118) vernachlissigt man die Nicht- 
vertauschbarkeit der GréBen Dy, ¥4, qq, yq und betrachtet deren Bewegungs- 
gleichungen als nichtlineare Gleichungen, die den Grundgleichungen des 
, Self consistent field‘‘ analog sind. Durch diese Vereinfachung verlieren wir 
natiirlich die Méglichkeit, genaue Angaben iiber die Zahl und Verteilung der 
Energieniveaus im Energiespektrum des Systems zu erhalten. Die Grenzen 


des Energiespektrums lassen sich jedoch richtig bestimmen. Quantitativ | 


kann die quasiklassische Nitherung besser gerechtfertigt werden, wenn man 
die Erzeugung und Vernichtung von Doppelstellen und Léchern vernach- 
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lassigt und die Zahl s als Konstante der Bewegung nimmt. Wenn man jedoch 
im Ausdruck (7,118) auch die Glieder mit ,,verwechselten“ s beriicksichtigt, 
ist die Anwendung der quasiklassischen Methode noch weniger begriindet. 
Aber auch in diesem Falle kann man Angaben qualitativen Charakters tiber 
die Grenzen und die gegenseitige Lage der Energiebiinder erhalten. 

12. Als Beispiel betrachten wir den Fall s =n, d.h. den Fall maximaler 
,Polaritait‘*. Vernachlissigt man die Austauschintegrale, so erhalt man aus 
der Grundgleichung des Problems (7,77) den normalen klassischen Ausdruck 
fiir die Energie der elektrostatischen Wechselwirkung: . 


(7,120) E'=nA+ SY By + Y By — J Bry 
FSS g< 9! f:9 


Somit kann #’ also in Abhangigkeit von dem Verhiltnis der Absolutwerte 
der Groen A und B positive und negative Werte annehmen. Daraus folgt, 
daB in einigen Fallen auf Grund einfacher elektrostatischer Uberlegungen die 
maximale Polaritat der Zustinde energetisch am giinstigsten ist. Zur Ver- 
einfachung beschranken wir uns auf die Beriicksichtigung der Integrale Bgq,, 
die zu zwei benachbarten Gitterpunkten gehéren (das ist zwar nicht sehr 
genau, da die Energie B,g mit wachsendem Abstand der Gitterpunkte ¢ 
und q nur verhiltnismaiBig wenig abnimmt, aber fiir eine qualitative Be- 
trachtung ist diese Naherung zulissig, weil die elektrische Gesamtladung 
eines beliebigen makroskopisch unendlich kleinen Kristallvolumens immer 
verschwindet). Dann kann man die Energie (7,120) als Funktion eines Para- 
meters — etwa der Zahl a der benachbarten Doppelstellen— ausdriicken. Fiir 
eine lineare Kette finden wir z. B.: 


(7,121) EH’ =nA+2(2a—n)B, 


wo B = B,,4+1 ist. Die Minimal- und Maximalwerte von (7,121) haben offen- 
sichtlich folzende Werte: 


(7,122) Evin = 2 (A—2B), Epox =u (A + 2B). 


Hier sind zwei Faille zu unterscheiden: A < 2.6 — das Band der Zustinde 
mit s = n tiberdeckt das nichtpolare Band mit s = 0; A > 2B —das Energie- 
minimum des Bandes mit s = n liegt héher als das Minimum des Bandes mit 
s=0. Die angefiihrten Ungleichungen haben eine auferordentlich klare 
physikalische Bedeutung. Aus (7,122) erkennt man, daf das tiefste Niveau 
des Bandes mit sn den Fall der ungleichmaiBigsten Verteilung der Elek- 
tronenladung im Gitter darstellt. Vergleicht man diese Verteilung mit dem 
Fall s = 0, so sieht man, da8B, obwohl im Fall s = n sich bei jedem besetzten 
Gitterpunkte je zwei Elektronen befinden, kein Elektron einen Nachbarn an 
den beiden nichsten Gitterpunkten besitzt. Es ist klar, daf fiir 4 <2B 
die erste Verteilung energetisch giinstiger ist als die zweite. Die oben an- 
gegebene Berechnung zeigt, daB dieses Ergebnis auch in der Quantenmechanik 
vollstiindig in Kraft bleibt, unabhingig von den Werten der Integrale J und f. 
Somit kann man in der angenommenen Niherung deutlich eine Teilung der 
Metalle in zwei Klassen vornehmen. Zur ersten Klasse gehéren diejenigen 
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Metalle, bei denen A <zB ist, wo z die Zahl der nachsten Nachbarn im ~ 
Kristallgitter ist, das sind wahrscheinlich die Metalle mit ,,gestreckten“ 

Bahnen der auBeren Elektronen. Man kann erwarten, daB fiir diese eine 

Theorie richtig ist, welche annimmt, da die Zahl der Leitungselektronen 

gleich der Zahl der Gitterpunkte ist (von denen die eine Halfte Doppelstellen 

und die andere Halfte Locher sind). Das kann fiir Alkalimetalle gelten. 

Zur zweiten Klasse gehoren Metalle mit A > zB. Man darf fiir diese in einer 

linearen Kette nicht alle Zustiinde von s = 0 bis s =  nehmen, und deshalb 
wird die Zahl der Leitungselektronen nur ein gewisser Bruchteil der Zahl der 

Gitterpunkte sein. In dem von WoNsSOWSKI (1935) betrachteten Fall kann man 

auch den Einflu8 der Glieder mit Austauschintegralen beriicksichtigen, aber 

das andert an den oben angegebenen allgemeinen Folgerungen qualitativ 

nichts. 

13. Wir gewinnen allgemeine Formeln fiir den Fall eines beliebigen festen s. 

WoNSSOWSKI (1935) hat gezeigt, daB die Lésungen der quasiklassischen 

Gleichungen folgende Form haben: 


@D — = © 5) 
a 2n 
“a ast 
pe i(raa+ 5) 
‘Cae on ’ 


(7,123) 


Setzt man (7,123) in (7,118) ein und beschrinkt man sich bei den Integralen 
I und fp’ = — p” =f auf die nichsten Nachbarn, so erhilt man: 


(7,124) H = 8A + 4sBsin — Ee S ain, Ma On Oa) icon Oe 


n 2 
m ¥y— %—(@, + @) . wa n? — mm 
-+- — cos - ““@ sin 4 Ih 
n 2 n 
ee (n — s)? — m? 
— |— cos va + ———_———__ cos wa] I, 
n n 


WO ® = @, — Wy, ¥ = ¥) — Vy ist. Die Glieder, welche Integrale der elektro- 
statischen Wechselwirkung By, enthalten, sind verschwunden. Das hiingt 
damit zusammen, daf die Doppelstellen und Lécher, die sich in der Form 
eboner Wellen (7,123) in dem Kristall ausbreiten, die verschiedensten gegen- 
seitigen Lagen annehmen. Der Mittelwert der elektrostatischen Wechsel- 
wirkungsenergie ist bei allen diesen Lagen gleich der Energie sA. Zur Ab- 
schitzung des Hinflusses bei weniger gleichmaBiger Verteilung der Doppel- 
stellen und Lécher mu8 man Liésungen von ,,punktformigem“ Typ benutzen, 
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bei der die Operatoren ®,, Yj, @q, Yq die Werte null oder eins in Uberein- 
stimmung mit der Bedingung (7,117) annehmen kénnen. Dann ist die Energie 
des Systems (7,118): 


(7,125) H =s(A + 21) + Bia—f)—I(a—y), 


wo die Gréfen a, 6 und y folgenden Sinn haben: a@ ist die Zahl derjenigen 
Doppelstellen, auf die Doppelstellen folgen plus der Zahl derjenigen Licher, 
auf die Licher folgen; 8 ist die Zahl der Doppelstellen, auf die Locher folgen 
plus der Zahl derjenigen Liécher, auf die Doppelstellen folgen; y ist die Zahl 
derjenigen ,,einfachen rechten‘, auf die ,,einfache linke‘‘ folgen plus der 
Zahl derjenigen ,,einfachen linken“, auf die ,,einfache rechte“ folgen. 

Die Formeln (7,124) und (7,125) geben eine ungefiihre Vorstellung von der 
Form des Energiespektrums des Systems. Es versteht sich, da eine der- 
artige Aufspaltung des Spektrums in zwei Zweige nur eine Folge der an- 
gewandten Naherungen ist. Doch wird eine Tatsache durch diese Formeln 
richtig erfaBt: wihrend bei grofen f die Doppelstellen und Locher sich gleich- 
maBig tiber das ganze Metall ,,verschmieren‘‘, wodurch die gesamte Energie 
der elektrostatischen Wechselwirkung zwischen ihnen im Mittel verschwindet, 
ist bei groBen B das Vorhandensein von aufeinanderfolgenden Verdichtungen 
und Verdiinnungen der Ladung energetisch giinstiger, wobei sich diese eben- 
falls wegen der Translationsinvarianz tiber den ganzen Kristall ausbreiten. 
14. Mit den Formeln (7,124) und (7,125) kann man einige typische Fille 
fiir die Lage der Energieminima des Systemspektrums angeben: 

a) Das Energieminimum tritt fiir s = 0 ein. 

Wir setzen voraus, daB J > 0 ist (ferromagnetischer Fall). Dann liegt in 
diesem Fall der Wert der minimalen Energie bei 


wo = 0, Hyin = 0; 


er ist offenbar der gleiche fiir alle Werte des resultierenden Moments m von 
—n bis + n. 

b) Das Energieminimum tritt fiir 0 <s <n ein. 

Das kann man z. B. fiir 


It Tt 
o=0, 7 =——, ¥, + %2—(M, + @.) = = 
a 


erhalten, wenn folgende Bedingung befriedigt wird: 
A+ 2I[—4f <0. 
Dann entspricht einem Wert s, der gleich 


n(A + 2I[—4) 
sg = 3B 


ist, in der Tat die Energie: 
n(A + 2 — 4)? 


(7,126) i ors 16 
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welche negativ ist und tatsichlich die niedrigste Energie sein kann. Es wurde | 
hier vorausgesetzt, daB B > 0; bei 6 <0 wiirde das niedrigste Niveau dem 


Wert» = -+ as entsprechen. Dieses Energieniveau ist fiir alle m von — (n — 8) 
a 
bis ++ (n — 89) das gleiche. 


ce) Das Energieminimum tritt fiir s =n ein. 
Aus Formel (7,125) ist ersichtlich, da8 dieser Fall méglich ist, wenn 


Ann =n [A —2(B—J)] 


negativ und kleiner als die anderen méglichen Minima ist. 

AuBer den angegebenen drei Fallen sind auch noch andere moglich; sie 
sind jedoch weniger typisch und geben nichts grundsatzlich Neues. Bei 
Betrachtung der Formel (7,124) kann es scheinen, als ob der Fall b) fir 
Ferromagnetika charakteristisch ist, da das Niveau (7,126), wie schon 
gezeigt wurde, fiir einen groBen Bereich der Werte m das gleiche ist. 
Das ist jedoch nicht richtig, weil bei der Ableitung der Formel (7,126) die 
letzten Glieder (7,118) mit vertauschten s weggelassen wurden; diese 
sind jedoch im allgemeinen im Vergleich mit Gliedern, die z. B. die 
Integrale f’ und fp” enthalten, nicht klein. Aus (7,118) geht unmittelbar 
hervor, daB gerade bei w =0, wo gq = wq = const ist, diese Streichung 
durchaus zulassig ist. Deshalb ist das niedrigste Energieniveau eines 
Ferromagnetikums wirklich durch (7,126) gegeben. (7,118) zeigt jedoch, 
daB gerade bei Ferromagnetika, d. h. fiir w-Werte, die nahe bei z liegen, 
die Glieder mit den Integralen y und 6 Bedeutung erhalten und das 
Energieband ausweiten, wobei sie das Energieminimum der _nichtferro- 
magnetischen Zustainde erniedrigen. 

15. Nach diesen allgemeinen Uberlegungen iiber den Charakter des Energie- 
spektrums wenden wir uns Methoden zur exakten Lésung des quanten- 
mechanischen Problems zu, ohne dabei die quasiklassische Naiherung zu 
Hilfe zu nehmen. Die wirksamste Methode ist hier die Methode der kleinen 
Stérungen oder der ,,Quasiteilchen“. Zur Illustration betrachten wir einige 
Beispiele. 

Zuerst verweilen wir bei einer qualitativen Beschreibung der Methode der 
Quasiteilchen. Im allgemeinen Fall ist der Energieoperator wegen der | 
zwischen den Teilchen bestehenden Wechselwirkung nicht eine Summe 
gleichartiger Summanden. Bei schwachen Anregungen des wechselwirkenden 
Systems kann jedoch der entsprechende Energieoperator in Form einer | 
aus gleichartigen Operatoren dieser Anregung bestehenden Summe dar- 
gestellt werden. Man kann jeder Elementaranregung ein definiertes dis- 
kretes Bild zuordnen, das Quasiteilchen. Aus dem allgemeinen Zusammen- 
hang zwischen Effektivmasse und Energie kann man die Effektivmasse des 
Quasiteilchens bestimmen und das aus wechselwirkenden Teilchen be- | 
stehende Ausgangssystem als ideales Gas von Quasiteilchen ansehen, mit. 
allen Vorteilen einer solchen Betrachtungsweise. In der Méglichkeit der 


Hinfiihrung von Quasiteilchen auBert sich der Atomismus von Systemen 
vieler Mikroteilchen, 
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In der historischen Entwicklung waren die ersten Anwendungsbeispiele der 
Methode der Quasiteilchen die Quantelung des elektromagnetischen Feldes 
und das Problem der Kristallschwingungen. Im ersten Falle treten als Quasi- 
teilchen Photonen (Lichtquanten), im zweiten Falle Phononen (Schall- 
quanten, elastische Quanten, Wiirmequanten) auf. 

Um die tibliche gaskinetische Darstellung auf das ideale Gas der Quasiteilchen 
anwenden zu kénnen, mu man feststellen, welcher Statistik sie gehorchen. 
Das ist méglich, wenn die Spineigenschaften der Elementaranregungen oder 
der Typ der Vertauschungsrelationen fiir die Operatoren der zweiten Quan- 
telung bekannt sind. Es sind zwei Arten von Gasen aus Quasiteilchen 
bekannt — Gase, die der symmetrischen Statistik zugeordnet sind (BOSE- 
Gase) oder Gase, die der antisymmetrischen Statistik zugeordnet sind (FERMI- 
Gase). 

Auf dieser Méglichkeit, ein ,,Gas aus Quasiteilchen einzufiihren, beruht auch 
die eigenartige ,,Rechtfertigung‘‘ der SchluBfolgerungen der Einelektronen- 
theorie, welche auf ,,unverstindliche‘‘ Weise vollkommen befriedigend mit 
den Versuchsdaten iibereinstimmt. Tatsichlich sind in diesen Fallen die 
Eigenschaften des ,,Elektrons“ im Einelektronenmodell denen der Quasi- 
teilchen des Mehrelektronenmodells sehr ahnlich. 

Wir betrachten zunichst mit WONSSOWSKI (1952) einen ferromagne- 
tischen Kristall in Zustinden mit nur wenig Leitungselektronen (wenig 
..Doppelstellen“ und ,,Lécher“), die nahe an der magnetischen Sattigung 
liegen (,,nach links“). Unter diesen Annahmen kann man wegen (7,117) 
setzen: 


P,2;, POPs PaPa < YPoVy ig ie 


Dann nimmt der vereinfachte Energieoperator nach (7,117') und (7,118) die 
Form an: 


(7,127) H=sd + DS Teg (Gps —¢a¥v) + XS Bay PyPy — Y Boy Pa Pa- 
<q q<q a<q 


Zu diesem Operator muB man noch ein Glied hinzufiigen, welches den Ein- 
fluB angeregter Elektronen beriicksichtigt. Setzt man dabei voraus, dal die 
Zahl der ,,linken“ Excitonen (d.h. der Gitterpunkte mit angeregten Elek- 
tronen mit Linksspin) gré8er ist als die Zahl der ,,rechten‘‘ Excitonen, so hat 
dieses Zusatzglied folgende Form: 


(7,128) AE (s; +- 8) + 2 Liat (Pa — Va%e): 
q<y 


WO Yj, Yq" die Operatoren der zweiten Quantelung fiir die rechten Excitonen 
und Jj, das Austauschintegral zwischen Elektronen angeregter und nicht- 
angeregter Gitterpunkte (,,einfache‘‘) ist; AH ist die Anregungsenergie eines 
Gitterpunktes mit Exciton (rechtem oder linkem), s; ist die Zahl der rechten, 
sj die Zahl der linken Excitonen. Der Wellencharakter der Elementar- 
anregungen wird noch deutlicher, wenn man an Stelle der Operatoren Dy, 


Yi. Yq. yp ihre FOURIER-Amplituden ®,, Y%,, gu. p. einfihrt: 
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0, <n E02 a, 
q=1 
Y, Syria y of (ty Re) Fy; 
) ee 
(7,129) aeons 
Mm =N 2? o'\Ka ®) wai 
(fri 
Seth: (4) 
of ot S oe Pa)ige! 
g=1 


wo N die Zahl der Gitterpunkte, R, der Radius-Vektor von einem willkiir- 
lichen Koordinatenanfang zum Gitterpunkt g in Einheiten der Gitter- 
konstante ist, und k®, k®, k® und k( die Quasiimpulse fiir Doppelstellen, 
Locher, einfache rechte und ,,rechte“ Excitonen sind. Die Periodizitats- 
bedingungen erfordern, daB die Betrage dieser Vektoren den Beziehungen: 


2 nA 


Qa 
Gy Vibrk G, 


(7,130) b= k — 


gentigen, wo AY, A, A ganze Zahlen in den Intervallen— 1/, G, und 1/, G,— 1, 
—1/, G, und 1/, G, — 1, —1/, @, und 4/, G, — 1 sind; G,, Gy, G, sind die MaBe 
des Kristalls langs der x, y, z-Achse in Einheiten der Gitterkonstante. Die 
Vertauschungsrelationen fiir die neuen Operatoren sind: 


(7,131) D, Dy, — OD, = Guys usw. 


Benutzt man (7,131) und die Ausdriicke fiir die neuen Operatoren (7,129), 
dann erhalt man an Stelle von (7,118) einen Energieoperator, der, diagonal 
gemacht, lautet: 


(7,132) H = AB (si +s) +84 + SA, p.gt + SY B,O, 0} + 
“ lb 


ze PO Pe 6 ZS Dee ns 
u Ke 


wobei abgekiirzte Bezeichnungen fiir die Energie der Quasiteilchen ein- 
gefiihrt sind: 


(7,133) : 
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Aus der Definition der Operatoren ®,®7, YY i, pugt, yng. folgt, daB ihre 
Eigenwerte ganze Zahlen sind: no, ny, n®, n = 0, 1, 2, ... Higenwerte 
des Energieoperators (7,132) fiir ein ,,Gasgemisch* aus Doppelstellen, Loéchern, 
einfachen rechten und rechten Excitonen setzen sich additiv aus den Partial. 
energien (7,133) der vier genannten Typen von Quasiteilchen zusammen. 
Dieses Modell stellt weniger ein ferromagnetisches Metall als einen ferro- 
magnetischen Halbleiter dar. Benutzt man den Ausdruck fiir die Energie 
und die symmetrische Statistik, so kann man die Temperaturabhingigkeit 
der spontanen Magnetisierung M, bei niedrigen Temperaturen berechnen. 
Unter Benutzung der iiblichen Rechenmethode finden WonssowskI und 


ScHuR (1948): 
A+4f 3 
ww (T = 
05 , 


ist. “gz ist das BOHRsche 


3 


(7,134) M, = Nupz f __ Gl ate 
1 


fay 
> 
Le} 
————— 
jot 
! 
| 
ae 
ol 
Se 
bo| o 
(reese 
| 


I iG 
wenn fp’ = fp” = pf und 0, & oF i 7 0. 


Be) 


Magneton. 

Wenn die Excitonen im Halbleiter und die polaren Zustiinde eine sehr hohe 
Anregungsenergie & eae Te besitzen, so liefern sie praktisch 
keinen Beitrag zur spontanen Magnetisierung des Halbleiters, und die Formel 
(7,134) fallt in diesem Falle nach WONSSOWSKI und ScHUR (1948) mit dem 
bekannten Ausdruck M, des Austauschmodells zusammen. Ist die spontane 
Magnetisierung jedoch nur durch Anregungszustinde hervorgerufen (das 
Austauschintegral ist negativ fiir ,,ferromagnonen‘ — ,,einfache rechte‘‘, 
;»spinwellen‘‘ —), dann bekommt die Temperaturabhangigkeit M, (7) eine 
vollkommen andere Form: 


ay cS 
(7,135) M,(T) =Nuge ™ [ = atk 
2. 


d.h. bei 7’—+0°K_ verschwindet die Excitonen-Magnetisierung. Ferro- 
magnetische Halbleiter dieses Typs besitzen also einen zweiten Curiepunkt 
im Bereich niedriger Temperaturen bei 0° K. Vorlaufig ist diese Voraussage 
der Theorie noch nicht experimentell belegt. 

16. Als zweites Beispiel betrachten wir mit WONSSOWSKI, WLASSOW und 
SoKOLOW (1951) die Temperaturabhingigkeit des elektrischen Widerstandes 
eines Metalls nach dem Mehrelektronenmodell, und zwar fiir den Fall, daB 
die Zahl der Quasiteilchen — Doppelstellen und Lécher —, die die Rolle der 
Leitungselektronen iibernehmen, im Vergleich zu der Zahl der Gitterpunkte 


klein ist (,,schlechte Metalle“). Obwohl x< 1 ist, gehdrt das niedrigste 


Energieniveau im Kristall zu einem Band des Energiespektrums, fiir welches 
s +0 ist. Auf Grund der Voraussetzung s < N kann man (7,117) annahernd 
folgendermafen schreiben: 


vv 
PoVs + pops ~1 und YF (vagy + yoy) ~N. 


fa 
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Nehmen wir auBerdem an, da der Kristall nicht ferromagnetisch ist, so 
ist im niedrigsten Energiezustand m = 0. Dieses Ergebnis erlaubt zusammen 
mit (7,117) in geniigender Niherung die weitere Annahme 


1 
Py ~ Ya ~ Pa ~ Yq ~ const ~ fe 
Lassen wir Glieder mit den Produkten vierter Ordnung der Operatoren Dg 
und Y, weg und ersetzen wir die Zahlen s nach (7,117) im ersten Summanden 
von (7,118), so finden wir folgenden Ausdruck fiir die Energie eines schwach 
polarisierbaren Metalls : 


A { N Tew N 
(7,136) H= 2 Ak it ie Vora) =f Da Taq 2 (Py Py ig Py Pe) Se 
(+ a’) 
7 = MPa Pe “i P,P) Baa! 5 a k YP a) Baa’) - 
q+ 4’ 


Die Austausch- und Ubertragungsintegrale hierin sind Funktionen des — 
Abstandes der Gitterpunkte. Bezeichnet man den Abstand der Gitterpunkte 
g und q’ in der Gleichgewichtslage mit Rj,’, so ist: 


(7,137) Raq == Roa 4. AR gq’; A Raq = AR, —AR,, > 


wo AR, die durch die Wirmebewegung hervorgerufene Verschiebung des 
g-ten Gitterpunktes ist. Unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen 
kann man die Integrale Igq/, Bq und Bjq nach Potenzen dieser Verschiebungen 
entwickeln, Damit kann man vom Energieoperator (7,136) einen Stérungs- 
teil abtrennen, der die Wechselwirkung der Doppelstellen und Lécher mit 
den Phononen der Wirmebewegung darstellt. Weiter geht die Rechnung dann 
wie iiblich. An Stelle der Operatoren ®, und ¥Y, fiihren wir ihre FOURIER- 
Amplituden (7,129) ein, linearisieren damit das nullte Glied des Operators 
(7,136) und finden die Energie der Elementaranregungen. Dann bestimmen 
wir den Stérungsoperator. Wir entwickeln dazu die Verschiebung ARgq- 
nach ebenen Wellen. Wir gewinnen aus diesen Matrixelementen des Energie- 
operators der Stérung nach bekannten Regeln die Bewegungsgleichung des 
Problems. Diese Gleichung lit sich wegen mathematischer Komplikationen 
schwer lésen, doch kann man die Temperaturabhingigkeit der Verteilungs- 
funktion von Doppelstellen und Léchern bestimmen. Damit kann man die 
Temperaturabhingigkeit des elektrischen Widerstandes berechnen, Als Er- 
gebnis dieser Berechnungen finden WONSSOWSKI, WLASSOW und SOKOLOW 


> 


(1950), daB bei Temperaturen nahe bei 0° K, oder genauer, fiir 7’ < we 

0° g 
oder 7’ 4 9” 
(7,138) | o~T 
62 
Oe 
(7,139) o~ T? 


; 6? 
ist, wihrend fiir 7' S y oder 7’ > —, und endlich fiir 7 < 0, 6’, 0” 
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ist. Dabei ist 0 die normale DEByEsche charakteristische Temperatur, und 
— a = Ee sind entsprechende kritische Temperaturen fiir Doppelstellen 
und ye Die angegebenen Temperaturbereiche haben eine einfache 
physikalische Bedeutung. In der Tat gilt fiir die mittlere Energie der Doppel- 
stellen und Locher (bis auf eine additive Konstante) : 


FI nha 
é =5 44 DSB (ak'? ~ kT; 


ar P\4 TF T'\4 
ak (7) und ak’ ~ (7) : 


Fir a mittlere Energie der Phononen fore wir ebenso é; = hay = hug f; 


s 
j~ = oder af ~ —. Folglich gilt fir > F oe Fallf Sk und fir 7 < 3 


entsprechend / <k’. Die Grenzen dieser Gebiete = oder = liegen im Tem- 
peraturintervall von 1—10° K. Tatsachlich ist f’, B’’ ~ 10-2 — 10-* erg, 
§ ~ 107, und wegen (! = ie 73 =F haben wir 6’ ~ 6” ~ 10°—104 
ta a = 3 
und pF ~ a7 ~ — 10° K. 
Der Versuch?) bestiatigt dieses Ergebnis. Wirklich entspricht die Temperatur- 
abhangigkeit des elektrischen Widerstandes bei einer groBen Zahl ,,schlechter** 
Metalle, wie z. B. Graphit, Platin, Hafnium, Zirkon, Caisium, Wolfram u. a., 
nicht dem von der Einelektronentheorie vorausgesagten Ergebnis (~ 7’), 
sondern ergibt eine sehr gute qualitative Ubereinstimmung mit den oben 
erhaltenen Resultaten. Es sind jedoch sorgfaltige Untersuchungen im Bereich 
niedriger Temperaturen und in erster Linie eine Untersuchung der Temperatur- 
abhangigkeit des Elektronenanteils der spezifischen Warme notwendig, um 
eine endgiiltige Aussage iiber die Art der Statistik zu machen, der die elemen- 
taren Elektronenanregungen in diesen und anderen Metallen gehorchen. 
Man kann ferner zeigen, da auch im Fall stark polarer Kristalle (s ~ n) 
die Elementaranregungen (die im vorliegenden Falle kleine Abweichungen 
von der vollstindigen Polaritit bedeuten) der BOSE-Statistik geniigen, und 
dafs die Temperaturabhingigkeit des elektrischen Widerstandes ebenfalls 
linear oder quadratisch wird. 
17. Die betrachteten Varianten des polaren Mehrelektronenmodells sind nicht 
die einzig méglichen. Man kann als System der Einelektronenfunktionen 
fiir die antisymmetrisierten Produkte (6,2) an Stelle der hier benutzten 
Atomfunktionen, auch die Einteilchenfunktionen der Einelektronentheorie 
(4,15) verwenden. Am ausfiihrlichsten wurde diese Wahl der Funk- 
tion (6,2’) von HEILIKMAN (1943) [s. a, SLATER und SHOCKLEY (1936), 
SLATER (1937), WANNIER (1937)] dargestellt. Beschrinkt man sich auf die 
Beriicksichtigung nur einer Zone, und nimmt man ferner an, daf die Zahl 


1) Vgl. Mac DONALD, Progr. Metal Physics 3, 42, 1952 (Anm. d. dtsch. Red.). 
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der Elektronen gleich der Zahl der Gitterpunkte ist, dann zerfallen die Bander- _ 


niveaus, von denen jedes durch einen bestimmten Wert des Quasiimpulses 
k; (( =1, 2, ..., N) charakterisiert wird, in vier Gruppen: 
1. Niveaus, die von einem Elektron mit ,,rechtem“ Spin besetzt sind, 2. Niveaus, 
die von einem Elektron mit ,,linkem‘ Spin besetzt sind, 3. Niveaus, die von 
zwei Elektronen mit verschiedenem Spin besetzt sind, 4. Niveaus, die un- 
besetzt sind. 
Die Nummern der ersten Gruppe bezeichnen wir mit h,h,...h, (t ist die Anzahl 
derartiger Niveaus), die Nummern der zweiten Gruppe mit /,k,...ky (wu ihre 
Zahl), die Nummern der dritten Gruppe mit /,/,...f, (s ihre Zahl) und die 
Nummern der vierten Gruppe mit 9,9...9s (s ihre Zahl). Die Wellenfunktion 
(6,2) nimmt dann folgende Form an: 
(7,140) Wh... fs 91+++Gg3 hy... hes hie + +k, (ry, Sa) Ty) = 
1 
= Wr a1 Py, (tp,) Py, Tor) > Phy, (Br) Pky, Fos) Yk, Fa) 


1 Psy, Thy) Plog, Ces) o°* Pg, Thy) Cr(o4,) Cx (Oq,) °° 
»+ Or(o7,) Cr (09,) Cr (On,) +++ Cr(On,) Cx (Gx,) -** Cx (Ox,)- 


Setzt man diese Funktionen in (6,1) und anschlieBend in die Wellenfunktion 
(1,5) ein, so erhalt man ein Gleichungssystem vom Typ (6,2). Die Matrix- 
elemente sind in diesem Gleichungssystem jedoch dann nicht Funktionen der 
Gitterpunktnummern, wie das in (7,77) der Fall war, sondern Funktionen 
der Quasiimpulse. Insbesondere hat das diagonale Matrixelement folgendes 
Aussehen: 


(7,141) — (fgh | H| foh) =2 YE (k) + SE (ky) + YE (k,) + 
f h k 


+4 3 B (ky, ky) + 2 3’ B (Kp, ky) + 3 B (Kp, Kp) + 
ie fi Df pp 


+ SY B(ky) —2 ¥ I (ky, Ky) — SI (Kp, ky) — 
7 t< Def 


Sai 2 I (Kp, Kp), 
p<p' 


wo i(k) die Elektronenenergie ist, die nach Gleichung (4,2) der Einelektronen- 
theorie bestimmt wird. B(k, k’) und B(k) sind jeweils die Energien der elektro- 
statischen Wechselwirkung zweier Elektronen verschiedener Niveaus bzw. 
ein und desselben Niveaus, 


B(k, k’) = | | y(t) P| pe @’) 2 ((r—r' |) dear’, 
B(k) = [ |yx(r) P 


und J(k, k’) ist das Austauschintegral: 


p(t’) |? v (|r —r’ |) drdr’, 


T(k,k’) =f pr (0) phe (0) per () pk (') » (lp —r']) dear, 
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Wegen der Orthogonalitit der Spinfunktionen verschwinden die nicht- 
diagonalen Matrixelemente in (6,2), wenn die Spinsumme in verschiedenen 
Zustinden verschieden ist. Deshalb zerfallen die Gleichungen in Systeme 
gleicher Spinquantenzahl m. Bei einfachen oder doppelten Vertauschungen 
kann sich bei konstantem m die Zusammensetzung der Indizes f’g’h’ in den 


nichtdiagonalen Matrixelementen (fgh | bel | fg h’) von der Zusammensetzung 
der f, 7, h unterscheiden. Dreifache Vertauschungen ergeben wegen der Ortho- 
gonalitat der Wellenfunktionen (4,15) stets ein verschwindendes Matrix- 
element. Von Null verschiedene Elemente kommen bei einfachen Vertauschun- 
gen nur im Falle des Austausches zweier einzelner Spins verschiedenen Vor- 
zeichens vor, schematisch: 


Vx, (7) Cra) Yr, (t) Cx (ox) > Puy (LT) Cr (Ox) Pr, (t") Cx (on)- 


Das zugehérige Matrixelement ist gerade das negative Austauschintegral. 
Alle anderen einfachen Vertauschungen (eines doppelten Niveaus mit einem 
leeren, eines doppelten mit einem rechten oder linken einzelnen, eines leeren 
mit einem einzelnen, Zerfall eines doppelten in zwei einfache und Bildung 
eines doppelten aus zwei einfachen) fiihren fiir die Funktionen (4,15) zu ver- 
schwindenden Matrixelementen. Bei der Vertauschung eines doppelten 
Niveaus mit einem linken einzelnen Niveau hat das Matrixelement z. B. 
folgende Form: 

| pu, (0) Yi, (F) | Yu, (t')? v(t —2’]) dr ar’; 


benutzt man (4,15), so erhalt man: 
fe (Bye) yy (ky, r) w* (kyr) | w (Ky, 2’) 2 v (lp —r']) dr dy’. 


Fiihren wir Relativkoordinaten r—r’ = 09 ein und rechnen r von den Gitter- 
punkten a; aus, d. h. r = a; + R, so folgt: 


Se Tw A fof E ey (ky; BR) w (Key; R) | (ky; R—o) |? » (lo|) do aR, 
was wegen (k;—k,) +0 verschwindet. Bei doppelten Vertauschungen 
(gleichzeitiger Platztausch zweier EHinzelniveaus mit Léchern, Zerfall und 
Bildung zweier doppelter, gleichzeitige Vertauschung zweier einzelner mit 
zwei doppelten und zwei leeren) werden die Matrixelemente nicht verschwinden, 
wenn die Differenz der Quasiimpulse des neuen und des Ausgangszustandes 
fiir zwei Elektronen dem absoluten Wert nach gleich ist (Gesetz der Erhaltung 
des Quasiimpulses) : 


k, —k, = -+ (k, —k). 


HEILIKMAN (1943) betrachtete den Fall eines Ferromagnetikums bei nied- 
rigen Temperaturen, in dem die Gesamtzahl der Linksspins u + s =/ 
klein ist (d. h. 1< N). Nimmt man fiir die Funktionen (4,15) die Naherung 
starker Bindung an: 
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(7,142) yet) = Sf? gy (ra) 
ssn) Be 


so bekommt die Gleichung (6,2) [s. auch (7,141)] folgende Form: 
(7,143) ; Ea (ky, oes ky; re ome Ky. 5 Kp, ki) = 
= (fgh |H| fgh) a (Ky, «++ Ky,, Kg, «++ Ky, Ka, --* Kn.) — 


8 
ST (Ky, ky) a oe Ba Mey Hi ey tly Hc 
Ky, ky 


I (Ky, , ki) 6 [ky — Ka + (Ky, — Ka,)] X 


kyp<ky,; Ky kp, 
x u (Ky, vee Ky e+) Ka, vot Ky 5 ky, ALE kp, vee Ky ees Ky, -++ Kn,) + 


Dy I (Ky, k;) 0 [ky — kp a2 (Kg, mata x 
Kg< Kg); Ky Ky, 
Ky, <0 Kae? Kao k, --+ ky. 


KG lees ky I ehiaae 
I (ky, Kg) 6 [ky — ky, + (Kg — ka,)] X 


8 1 


kp<kg; Ky+Ky, 
X a (Kye Kye ys Kg, e+ Kayo Kgs Kayo Ky Kyo Ky,)- 


s 


Wie beim polaren Modell kann man auch die Gleichungen (7,143) mit Hilfe 
der Operatoren vom Typ (7,116) in die Form der zweiten Quantelung bringen. 
Fihrt man die entsprechenden Rechnungen aus, so erhilt man © 


(7,144) Hy = (fgh | H| fgh) — A y (K,, ky) Ok, Pky Pk. Yk, + 


ie ote (Ki, kj) Oy, Ot; Oy, Oy: oe ae Px, Ye, O [ki — ky + (Kp — ky)] + 
2 
ue ky 


a 2 Pt Pic. Pas Pui Pk, Pes PR. O [ky — ki + (Ke —ky)] — 
Ki; k3 


= Pa T (ky, ky) Oy, Of Py, Pk! pel VE, Pe PE, O [Ki — ki + (Ko — k3)]) 


Da die Zahl der rechten Einzelniveaus gro8 ist, kann man setzen: 


Pk Per ~ 1; 
Weiter gewinnen wir aus (7,144) bei Benutzung der 6-Funktion: 
(7,145) Ha =(fgh|H| fgh)— ¥ 104,k;) ve, yk, + 
1 + Ko 


OST (kh) Oy, OF Oe SET LS 
ki <p : 


+ 2d (kh, PE Py Pee — 


ki <k, 
k 


mm Ek) Diy Obie el. We a 


ke ky 
(k =k, —k; = kj —k,). 
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tzt man nach (7,129) fiir die Operatoren Dy, Of, Y%,, Yt ihre FOURIER- 

plituden ein und vernachlissigt man, nach HEILIKMAN, das Glied mit 
k, Yk,» So erhilt man aus (7,145), wenn man noch fiir die Austauschintegrale 
ie Niherung starker Bindung benutzt: 


| ee 
I (k) => Sef (n), 


n 


Oo n ganzzahlige Gittervektoren sind, schlieBlich: 


) 
1,146) H, = (fgh || fgh) + YAM —m)O, Of Oy OF, + 


“ 1,m 


1 
+t poe 2 Om) PP Pn — > 4 —m) ©, OF in 
=n.m n,m 


Jas Energiespektrum der Ferromagnetika besteht also aus zwei Teilen: 
. die in das diagonale Element eingehenden Translationsenergien der doppel- 
en und leeren Niveaus sind die Energien der Leitfahigkeit der Elektronen — 
er Quasiteilchen, die der FERMI-Statistik geniigen; 2. die Glieder mit den 
\ustauschintegralen und den Operatoren ®,, Y, stellen die Wechselwirkung 
wischen Doppelstellen und Léchern — den Quasiteilchen, die der sym- 
1etrischen Quantenstatistik unterworfen sind — dar. Aus (7,141) erhalten 
rir tatsachlich: 
(fan || foh) =2 YB (ky) + YH Oh) + SH) + YH Oy) — YB (ky. 
9 
3ONTSCH-BRUJEWITSCH und TJABLIKOW (1951) betrachteten ein analoges 
-roblem mit Elementaranregungen vom FERMIschen Typ nach dem all- 
emeinen Schema von BOGOLJUBOW. Dabei nahmen sie an, daB die Zahl 
er Elektronen klein ist gegen die Zahl der Gitterpunkte, und daB alle Inte- 
rale vom Typ (7,18) von erster Ordnung klein sind, Die Diagonalisierung 
es Energieoperators (7,9) wird mit Hilfe einer unitéren Transformation 
urchgefiihrt. Es stellt sich heraus, da die Effektivmasse der FERMI- Quasi- 
eilehen von der Dichte des Elektronengases im Gitter abhingt. In der Rech- 
ung von HEILIKMAN stimmen die Effektivmassen der Doppelstellen und 
Scher mit den Effektivmassen dieser Quasiteilchen nach dem Hinelektronen- 
nodell iiberein. 
Jie angegebenen Beispiele setzten ausfiihrlich den allgemeinen Inhalt der 
estehenden Mehrelektronenmodelle der Kristalle auseinander. Ein Vergleich 
rit § 4 zeigt, daB die Beriicksichtigung der Elektronenwechselwirkung nicht 
rivial ist, sondern zu einem wesentlich vollstandigeren Verstiindnis der in 
en Kristallgittern fester Korper vor sich gehenden Erscheinungen fiihrt. 
lie Entwicklung allgemeiner Verfahren auf der Grundlage der zweiten 
Juantelung und der Methode der Elementaranregungen — der Quasiteil- 
hen — er6ffnen groBe Méglichkeiten zur Durchfiihrung von quantitativen 
erechnungen verschiedener statischer und kinetischer Erscheinungen in 
fetallen und Halbleitern. 
» Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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§ 8. Sonderfall der Modelle fiir Ubergangselemente ff 
mit Wedselwirkung der du8eren und inneren Elektronen 


Hine groBe Zahl von Metallen und Halbleitern gehort zur Gruppe der so 
genannten Ubergangselemente, d.h. der Elemente, deren isolierte Atom 
innere unvollstiindige Elektronenschalen besitzen. Bei der Kondensation de 
Atome im Kristall tritt die besondere Struktur ihrer Elektronenwolke im 
eigenartigen Charakter des Elektronen-Energiespektrums des Kristallgitter 
in Erscheinung. Darauf beruhen auch alle ,,Anomalien“ der physikalisch 
chemischen Eigenschaften der Metalle der Ubergangsgruppen im Vergleich 
zu den entsprechenden Eigenschaften einfacher Metalle. Jj 
Gewohnlich benutzt man in den Arbeiten iiber die Quantentheorie der Uber: 
gangsmetalle?) das Einelektronenmodell [vgl. MoTT-JONES (1936)]. WoNs 
SOWSKI (1946) hat ein Modell versucht, in welchem die Elektronenwechsel; 
wirkung wenigstens teilweise beriicksichtigt wird. Es wird angenommen 
da8 man im Kristall ,,iuBere‘‘ (Valenz-) Elektronen und ,,innere“ d-Elek 
tronen unterscheiden kann, wie im isolierten Atom. Eine solche Aufteilun 
ist natiirlich nicht wortlich zu nehmen, weil alle Elektronen im Metall zweifels. 
ohne eine starke Wechselwirkung aufeinander ausiiben. Deshalb darf mar 
dieses Modell nur als erste, mehr oder weniger berechtigte Naherung betrach- 
ten. In nullter Naherung mégen die auBeren und inneren Elektronen kein 
Wechselwirkung aufeinander ausiiben. Die Wechselwirkung behandeln win 
dann als kleine Storung. 
Es besteht Grund zu der Vermutung, da der Ferromagnetismus auf der 
Wechselwirkung der inneren Elektronen untereinander beruht. Die gegen: 
seitige Wechselwirkung zwischen inneren und aéuberen Elektronen muB einer 
Kinflu& auf das Verhalten der Letztgenannten ausiiben. Eine gegenseitige 
Wechselwirkung zwischen den iuBeren und den inneren Elektronen bring® 
fiir das gewohnliche Kinelektronenmodell keine prinzipiellen Anderungen mit 
sich. Insbesondere werden beim Fehlen von Wairmeschwingungen des Gitter# 
die Elektronen ohne Widerstand durch dieses hindurchgehen usw., weil diese 
Grundeigenschaften, wie wir gesehen haben, aus den allgemeinsten Vorauss 
setzungen folgen (s. Abschnitt 4 und 5). Jedoch kénnen Austauschkrafte der an- 
gegebenen Art das Energiespektrum der Elektronen im Kristall beeinflussen. 

In dem erwihnten Modell werden die inneren Elektronen nach dem Mehr: 
elektronen-Austauschmodell und die auBeren nach dem Einelektronenmodel: 
beschrieben. Die Wechselwirkung zwischen diesen beiden Elektronengrupper 
wird als kleine Stérung behandelt. In Analogie zu (6,1) und (6,2) kann mar 
die vollstindige Wellenfunktion unseres Systems in der Form schreiben: 


(8,1) yey (Ts BH Tay as OG By) = 


=v tm oS {ea oe) x 
hy 


Be ce 
Kd qe 8? ie (K. Ms eaters 
-Q 


ples + On (tx) On (Gn,) «.. Cg(On,) Or (Or,) «Or (on) |} 
*) Vgl. hierzu VAN VLECK, Rev. Mod. Phys. 25, 220, 1953 (Anm. d. dtsch. Red.). | 
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wo hy, hy, ..., hy die Nummern der 7 Gitterpunkte mit Rechtsspin der 
inneren Elektronen sind, q; (r) ist die Ortsfunktion, Cz und CO, sind die Spin- 
funktionen des d-Elektrons am Gitterpunkt 7; ¢c!*" uw (k, r) ist die Wellen- 
funktion des auBeren Elektrons nach dem LEinelektronenmodell (4,15). 
Q ist eine beliebige der (N + 1)! Permutationen aller Elektronen des Systems. 
Die mittlere Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen ist in unserer 
Naherung: 


= e N ; 
(8,2) Besa ==} Piva | 39 (| i —r)| pot. 
f= 
Setzen wir (8,1) in (8,2) ein, so erhalten wir: 


(8,3) Esia= he ee | @ (hy ... hr) tal eo Fry (KT) ps (Ti). Cron.) X 


N ; F 
x | 2 v(t | 2710 Qe'¥¥ w(K, ) (0)... Cr (o%,) A, 
i= 


Nimmt man namlich die exakte Orthogonalitét der Atomfunktionen q; an, 
so fallen alle Glieder in (8,3) automatisch fort, die Faktoren der Form 
a’ (hy...hy) a(hy...h;) mit hy = h; (¢ =1, 2, ..., r) enthalten. Es bleiben in 
(8,3) nur eine verhaltnismafig geringe Zahl von Gliedern und zwar nur die- 
jenigen, fiir welche die Permutation @ die Identitit oder eine einfache Ver- 
tauschung der Koordinaten des aiuSeren Elektrons mit denen eines beliebigen 
inneren Elektrons ist. Die identische Permutation (s. § 7) gibt einfach die 
Energie der quasiklassischen Wechselwirkung zwischen den duBeren und 
inneren Elektronen. Der zweite Permutationstyp gibt die gesuchte Aus- 
tauschenergie. Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, nehmen wir an, 
daB das auBere Elektron Rechtsspin besitzt, dann werden wegen der Ortho- 
gonalitét der Spinfunktionen im Ausdruck fiir die Austauschenergie schlieb- 
lich nur diejenigen Glieder bleiben, welche einer Vertauschung der Koordi- 
naten des s-Elektrons und irgendeines beliebigen d-Elektrons mit Rechts- 
spin entsprechen. Das ergibt: 
Na 

iy 7 

(4) Eua=—N DS |a(hys.-h) 2D | efkir’—r) a4* (k, x) g}, (I) X 


a ae j=16 


x v (|r—r’|) u(k, 1’) @n, (0) dr dr’. 


Infolge der Periodizitét der Funktion w (k,r) hiingt (8,4) nicht von der 
Nummer des Gitterpunktes ab: 

Na 
(8,5) [ ek (rr) w* (k, r) gj (r) v (|r —r’|) uw (k, 2’) g (0) dr dr’ = I (k), 

0, 
wo J(k) nur noch eine Funktion des Quasiimpulses k ist. Setzt man (8,5) 
in (8,4) ein, dann sieht man, da8 die unbekannten Amplituden a(h,.../,) nur 
in der Kombination 5 | a(h,...h,)|? =1 [nach der Normierungsbedingung 

h 


i sadly ” re 
(8,1)] eingehen. Als Ergebnis erhalten wir 2, , 4 = — v 


I(k). Die analoge 


22 
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Rechnung fiir den Fall, daB das s-Elektron Linksspin aufweist, fiihrt zu 


2 INf ip 


L,4¢=— I(k) oder allgemein: 


1 
(8,6) ata = — (1 + po) L (kK), 


& 


wo w das mittlere magnetische Moment der inneren Elektronen an einem 
Gitterpunkt und o(o = +1) das magnetische Moment des s-Elektrons ist. 
(8,6) zeigt, daB die Austauschenergie durch die GréBe der Magnetisierung 
der inneren Elektronen bestimmt ist. Das Glied mit wo in (8,6) kann man 
anschaulich als ,,effektives quasimagnetisches Feld“ erkliren, welches, von 
den inneren mit spontaner Magnetisierung versehenen Elektronen hervor- 
gerufen, die auBeren ,,vormagnetisiert“. Die GroBe dieses ,,Feldes‘‘ wird 
durch die elektrische Wechselwirkung der Elektronen bestimmt, sie ist mit 
der normalen gegenseitigen Wechselwirkung der inneren Elektronen ver- 
gleichbar und hingt vom Zustand des auferen Elektrons ab. Wenn man fiir 
die Einelektronenfunktion die Naherung der starken Bindung (7,142) benutzt, 
dann wird das Austauschintegral (8,5) bei Beriicksichtigung der nachsten 
Nachbarn fiir ein einfaches kubisches Gitter 


(8,7) I(k) = 1, + 2 I (cos k, + cos k, + cos ks), 
wo 
(3,8) Ty = [93 (8) ) oe — 8 |) ey) au) de 


das Austauschintegral zwischen den d- und s-Elektronen an einem Gitter- 
punkt ist [y;(r) ist die Atomfunktion des s-Elektrons]. 


(8,9) T= | oF (0) diar ') v(t? —2'|) 9) aia (1) aed’ 


ist das entsprechende Integral fiir zwei benachbarte Atome. Die Energie 
des Valenzelektrons ist in derselben Niherung nach der gewohnlichen Theorie 


(8,10) Hy = by + 26 (cos k, + cos k, + cos kg). 


Aus einem Vergleich von (8,9) und (8,10) erkennt man, dai die Wirkung 
der Austauschkrafte durch die Abhingigkeit der Integrale by) und 6b von 
fo azustande kommen. In der Niiherung der Effektivmasse (wenn man 


te 
COS ms ki +--+ setzen kann) hat die Gesamtenergie des Systems, 


unter Beriicksichtigung seiner Austauschenergie mit den d-Elektronen, 
folgende Form: 


(811) E=2,+ By =a—aluo + (6 + f'yo) (k2 +8 +B), 
wo 
1 ee! 
a =b,) + 6b 5 (lo a Oe = 5 (fo + 62), 
(8,12) ion. ‘ 
Pa —b +51, p= ZI. 


—— 


x 
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Die Glieder mit wo verursachen im ,,Gas“ der AuBeren Elektronen des Ferro- 
magnetikums in der Umgebung des CURIE-Punktes, in der sich der Wert der 
Magnetisierung yw stark Andert, eine merkbare Anderung der Geschwindig- 
keitsverteilung sowie eine Anderung der Effektivmasse der fiuBeren Elek- 
tronen. Nach der Definition (4,37) und wegen (8,11) ist die Effektivmasse 


2 
DB Bua) a 


Zur Abschatzung dieser Ergebnisse betrachten wir die freie Energie des 
Gesamtsystems von s- und d-Elektronen. In der vorliegenden Naherung 
kann man sie als Summe betrachten 


(8,14) F=Fy(u, 7) +¥,, 


(8,13) nS 


wo F,(u, 7) die freie Energie der d-Elektronen bei vorgegebenem mu und 7 
ist, die ohne Beriicksichtigung der gegenseitigen Wechselwirkung (8,6) be- 
rechnet wurde. F, ist die freie Energie des ,,Gases“ der s-Elektronen; bei 
der Berechnung dieses Wertes mu jedem s-Elektron die Energie (8,11) 
zugeschrieben werden. Wenn man die starke Entartung dieses Gases beriick- 
sichtigt, kann man an Stelle der freien Energie F, einfach die Energie nehmen. 
Bezeichnen wir die Zahl der s-Elektronen mit Rechtsspin im Einheits- 
volumen mit n, und die Zahl derartiger Elektronen mit Linksspin mit n_, so 
haben wir 


(8,15) Nn. +N =n, N,~—N_ =n, 
wo n die Gesamtzahl der s-Elektronen in der Volumeneinheit und py’ ihre 


mittlere Magnetisierung an einem Gitterpunkt ist. Die Energie des Gases 
ist nach bekannten Formeln: 


(8,16) 


wo €, + €_ jeweils die Grenzenergien (chemische Potentiale) der s-Elektronen 
mit rechtem und linkem Spin bedeuten: 


9 DB) 


i) of 3 hk? (3n_\3 
8,17 C= —, | d ¢ =—;|-—}. 
ee) a in. a) = 2m" (Z 
Hier sind m? und m* die Effektivmassen der s-Elektronen, jeweils mit rechtem 
und linkem "Spin. Im ersten Falle ist wo = + p und im zweiten uo = — uM. 


Mit den Formeln (8,11), (8,13) bis (8,17) erhalt man schlieBlich 
(8,18) Gi ak = Fate) AR — app +A(B+ By) (lL + awe” 
+ A(B—6' uw) —p')? 


mit der Abkiirzung 


(8,19) A= -_— ~3. 
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Aus der Forderung, da8 die freie Energie (8,18) ein Minimum sein muB: 


OF Or PF Or 
SS — pe Ov SSS 0, ae = (0), 
ee! Ou Ow Ou Ou” 


kann man prinzipiell die Gré8en der Magnetisierung “ und mw finden, d. h. 
den Zustand des ,,Gases‘‘ der s-Elektronen bestimmen. 

Da die allgemeine Form der Funktion Fy (wu, 7’) unbekannt ist, ist es jedoch 
im allgemeinen nicht méglich, (8,18) vollstandig hinzuschreiben. Geht man 
von Symmetrieiiberlegungen aus, dann kann man nur sagen, daB yw’ die 
Form einer Reihe nach ungeraden Potenzen der Magnetisierung der d-Elek- 
tronen haben wird, d. h. 


(8,21) fi = hyp + kyu? 4 


wobei die GréBenordnung der Koeffizienten 2, ., durch die Verhaltnisse 


, / 


a 5 : : z p : A 
— und ps bestimmt wird, d. h. die Koeffizienten werden irgendwo zwischen _ 


0,1 und 1,0 liegen. Bei den angenommenen Niherungen erfordert die Berech- 
nung dieser Koeffizienten keine Kenntnis der freien Energie Fy der d-Elek- 
tronen. 

Die dargelegte Theorie gestattet es, eine Anzahl ,,Anomalien™ der ferro- 
magnetischen Metalle der Ubergangsgruppen zu erklaren. Insbesondere folgt 
aus ihr eine natiirliche Erklirung dafiir, daB die magnetischen Momente 
bei Atomen ferromagnetischer Metalle die Form von Briichen haben. Tat- 
sichlich miissen diejenigen Werte der Atommomente, die Lésungen von 
(8,20) darstellen und folglich dem Minimum (8,18) entsprechen, sogar bei 
0° K keineswegs unbedingt ganze Zahlen sein. Der Wert des Bruches bei 0° K 
und bei hohen Temperaturen (die durch die CURIE-Konstante im Ausdruck 
fiir die paramagnetische Suszeptibilitit bestimmt wird) wird im allgemeinen 
verschieden sein, 

Fir Temperaturen, die nahe am CURIE-Punkt (wo 6 — 7 <0) liegen, findet 
man eine Magnetisierung der s-Elektronen, die der Magnetisierung der 
d-Elektronen proportional ist. Tatsiichlich erhalten wir aus (8,20) fiir kleine 
Magnetisierungen (uw < 1 und w’ < 1), wenn man Glieder mit sv’? und hoheren 
Grades weoliBt : 


: ; 9 a’ 3p 
2) eae (53 eg ) 


Der Faktor vor ys rechts in (8,22) hingt nicht von der Temperatur ab, und 
deshalb besitzt die Summe der Magnetisierungen in der Nahe des CURIE- 
Punktes die Temperaturabhiingigkeit (1 + y’) ef er welche nach 
WoNssowSKI und SCHUR (1948) auch auf rein thermodynamischem Wege be- 
stimmt werden kann. 

Die Abhingigkeit der Hffektivmasse und des chemischen Potentials der 
s-Elektronen von der Temperatur in der Nahe des CURIE-Punktes muB als 
Anomalie in der Temperaturabhingigkeit des elektrischen Widerstandes in 
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heinung treten. Tatsiichlich kann man bei hohen Temperaturen (Z' > 0p, 

8p die DEBYE-Temperatur des Metalls ist) immer eine Relaxationszeit t 

tihren und den spezifischen elektrischen Widerstand nach der verall- 
emeinerten klassischen Formel (3,1) darstellen: 


) 
3,23) a= 44 (0) + (6): 


+ a 

Jie Relaxationszeit ist bekanntlich umgekehrt proportional erstens der 
‘emperatur (wegen der normalen Wechselwirkung der Elektronen mit den 
-~hononen der Wirmeschwingungen des Gitters) und zweitens der Termdichte 
er s-Elektronen an der FERMI-Kante. Bis auf universelle Faktoren und Fak- 
oren, die nicht von m* und den Magnetisierungen yw, “’ abhingen, ist: 


A A d 
824) . (C,) (kb)? (at) t(¢_-) => ar ( ), 


di dk }o’ tM dk 


vo der Index ,,0°° bedeutet, da die GréBe an der FERMI-Kante zu nehmen 
st. Setzt man (8,24), (8,13) und (8,15) in (8,23) ein, so erhalt man bis auf 
lieder von héherem als vom zweiten Grade in uw und p’: 


A 
8,25) c= U+ryutrey. 


lier wurde folgende Abkiirzung eingefiihrt: 


é 9a! \2 3 33 or 49 
(on Pry hit omen 
[26 (1 + &)F 


8,26) y= 


ndlich erhalten wir, wenn wir von der elektrischen Leitfihigkeit zum Wider- 
tand iibergehen: 


8,27) =—y(et py. 


Lit Ag ist der Unterschied bezeichnet, der zwischen dem tatsichlich unterhalb 
les CURIE-Punktes beobachteten Widerstand und demjenigen Wert 0, 
esteht, der sich oberhalb des CURIE-Punktes bei einer Extrapolation der 
curve des elektrischen Widerstandes ergibt. Experimente von GERLACH 
1931) fiihrten zu der angegebenen Abhingigkeit des Wertes Ag von der 
pontanen Magnetisierung (uw + wv’) des Ferromagnetikums. Nach den Mes- 
ungen liegt der Wert von y bei 0,5. Eine Abschitzung aus der Formel (8,26) 
ibt ungefahr den Wert 1. Das Vorzeichen bleibt dabei unbestimmt. Der 
heoretische Wert dieser Berechnung, die nicht mit umfangreichen Modell- 
orstellungen verbunden ist, beruht hauptsiichlich darauf, daB es méglich 
st, diejenigen Eigenschaften der Ferromagnetika, deren Erklarung ein 
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reales Problem der theoretischen Physik darstellt, von den zufalligen ,,Eigen- 


schaften“ zu trennen, die bei groben Niherungen auftreten (z. B. in der 4 
elektronentheorie). | 
Die Anomalie des elektrischen Widerstandes wurde von WONSSOWSKI (1948b_ 
auch beiniedrigen Temperaturen untersucht. Die Ursache dieser Abweichunge 

sind ZusammenstoéBe zwischen den auBeren Leitungselektronen und der 
,Ferromagnonen“ (Spinwellen) des Systems der inneren Elektronen. Die 
Temperaturabhingigkeit des elektrischen Widerstandes folgt in diese 

,anomalen Gebiet dem Gesetz ~ 7%. Ebenso macht nach RESANOW (1952) 
die Warmeleitfihigkeit der Ferromagnetika bei hohen und niedrigen Tem; 
peraturen ferromagnetische Anomalien durch. Bei hohen Temperaturen sina 
diese Anomalien analog (8,27), wihrend bei niedrigen Temperaturen neber 
dem_ ,,Phononen‘‘-Anteil, der ~ 7 verlauft, noch ein na 
,.Ferromagnonen“-Glied auftritt, welches mit ~ 7+ geht. Man kann mii 
diesem s — d-Austauschmodell zeigen, daB die thermoelektrischen Eigen; 
schaften ferromagnetischer Metalle entsprechende Anomalien besitzen. Aucl! 
die Schallabsorption in ferromagnetischen Metallen besitzt nach RESANOW 
(1950) ein Zusatzglied, welches sich ~ 7'-° verhalt, wahrend der ,,Phononen*’ 
Anteil mit ~ 7'-> geht. SchlieBlich wurde das s — d-Austauschmodell von) 
WoNSSOWSKI und SOKOLOW zur Erklirung ferromagnetischer Anomalie 

bei optischen (1949a), magnetooptischen (1949b), photoelektrischen (1950 
und galvanomagnetischen (WONSSOWSKI und RODIONOW, 1950) Erscheinun 

gen angewandt. In allen diesen Fillen wurde gezeigt, daf den wesentliche 

Einflu8 auf die Leitungselektronen eines ferromagnetischen Metalls nicht eix 
aiuBeres magnetisches Fe!d ausiibt, sondern ein effektives inneres Feld, desse 

GroBe der resultierenden Magnetisierung des untersuchten Kérpers enon 


ist. Die fiir die oben aufgefiihrten Effekte charakteristischen Koeffizienten sin 
Funktionen der spontanen Magnetisierung und miissen deshalb bei Te 
peraturen, die nahe am CURIE-Punkt liegen, merkbare Verinderungen durch 
machen (Maxima ibres Temperaturkoeffizienten), was durch Experiment 
bestatigt wurde. 

Das Problem eines Systems von NV +- 1 s- und d-Elektronen kann man genaue 
in dem Fall betrachten, in dem die inneren Elektronen nahezu die magnetis¢e 
Sattigung erreicht haben. Das Elektronensystem kann dann, in Abhangig 
keit von dem relativen Wert der Energie des s —d-Austausches, zwei Arte 
von Quantenzustinden besitzen: bei schwacher Kopplung ist die Streuun 
der Wellen der auBeren Elektronen an den Spinwellen des Systems de 
inneren Elektronen ebenfalls schwach, wihrend bei starker Kopplung auc 
diese Streuung mit groBer Intensitit vor sich geht. Deshalb bilden im erste 
Fall die auBeren Elektronen und die Ferromagnonen praktisch zwei von 
einander unabhiingige ideale Gase. Im zweiten Falle darf man eine derartig 
Darstellung schon nicht mehr einfiihren. In allen diesen Zustinden besits 
das System einen von Null verschiedenen Strom, und beim Vorhandense® 
eines duBeren elektrischen Feldes ist ein Beschleunigungseffekt vorhander 
Somit ist die Aussage von BETHE und SOMMERFELD (1933), daB : 


Austausch-Wechselwirkung selbst als Ursache fiir den elektrischen Wide! 
stand dienen kann, nicht richtig. Bei 0° K besitzt das System keinen Wide 
stand, dieser tritt nur bei Strenung der Elektronen an Ferromagnoneé 
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unter Temperaturerhéhung auf, d. h. an Elementaranregungen der inneren 
Elektronen. 

Kine schwache Stelle des s —d-Austauschmodells ist, daB in ihm nicht die 
Wechselwirkung zwischen den iiuBeren Elektronen selbst beriicksichtigt wird. 
Kine Beriicksichtigung dieser Wechselwirkung wiirde eine noch voll- 
stiindigere Untersuchung der physikalischen Natur der Elektronenerscheinun- 
gen in Ubergangsmetallen und deren Legierungen erméglichen. 


§9. SchluBfolgerung | 


Die in der vorliegenden Ubersicht angeschnittenen Grundprobleme der 
modernen Quantentheorie zeigen, daB dieses Gebiet der Atomphysik, sogar 
im Rahmen der bestehenden Theorie der Mikroerscheinungen, noch weit von 
seinem AbschluB entfernt ist. 

Die wesentliche Unzulinglichkeit der betrachteten Theorie ist, da8 in ihr 
stets nur ein Teil des Kristalls, und zwar sein Elektronenteil betrachtet wird, 
wihrend das Ionen-Kristallgitter als 4uBere, passive Quelle eines periodischen 
Potentialfeldes beriicksichtigt wird. Der aktive Anteil des Gitters am Ver- 
halten des Kristalls wird nur bei kinetischen Erscheinungen als kleine Stérung 
beriicksichtigt, die die Gleichgewichtsverteilung der Elektronen oder der 
Elementaranregungen im Elektronensystem etwas verzerrt. 

Ein derartiges ,,Vergessen“ der aktiven Rolle des Ionengitters in der Atom- 
theorie fester K6rper ist eine mégliche Quelle fiir metaphysische und letzten 
Endes idealistische Entstellungen. Dadurch, da man einige spezielle Resultate 
der Theorie, die man unter Vernachlissigung der Anteilnahme der Ionen an 
der Bewegung des festen Kérpers erhalt, fiir absolut richtig und giiltig halt, 
kann man ,,SchluBfolgerungen“ ziehen, denen absolut keine reale Bedeutung 
zukommt. Besonders bezeichnend sind fiir diesen Fall die komplizierten 
Konstruktionen der Zonentheorie der Metalle in den Arbeiten der Schule von 
SLATER, STONER und anderer auslindischer Physiker. 

Die adiabatische Niherung nimmt uns die Moéglichkeit, vom Standpunkt 
einer folgerichtigen mikroskopischen Theorie aus solche fiir das Verstandnis 
der Natur fester Kérper wichtigen Erscheinungen wie Diffusion, plastische 
Deformation usw. zu betrachten. Aus dem Gesichtsfeld der Theorie der 
Kristalle wird eine ungeheuer groBe und praktisch sehr wichtige Klasse von 
Erscheinungen, deren Theorie sich bis jetzt in einem unbefriedigenden Zustand 
befindet, ausgeschaltet. Man darf auch nicht denken, daf eine tiefergehende 
Beriicksichtigung der Gitterbewegung fiir die gewoéhnlich als ,,reine Elek- 
tronenerscheinungen“ in Kristallen bezeichneten Vorgiinge nicht ndtig ist. 
Als Beispiel kann man die Erscheinung der Supraleitfaihigkeit anftihren. Bis 
in die letzte Zeit herrschte die irrige Meinung, daf diese eine reine Elektronen- 
erscheinung sei, und daB das Gitter hier wirklich nur die passive Rolle eines 
periodischen Potentialfeldes spielte. Die Entdeckung des Isotopie-Effektes 
bei der Supraleitfahigkeit, d.h. der Abhingigkeit des Sprungpunktes (der 
Umwandlungstemperatur aus dem supraleitenden in den nichtsupraleitenden 
Zustand) von der Isotopen-Zusammensetzung des Metalls, veranlaBte uns, 
unsere friiheren Vorstellungen vom ,,reinen Elektronencharakter‘ dieser 
Erscheinung zu revidieren und neben dem System der Elektronen mit Wechsel- 
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wirkung auch das Ionengitter des Metalls selbst als aktiven Teilnehmer in 
die Betrachtung einzubeziehen’). / 

In der letzten Zeit wurde von sowjetischen Physikern bei der Entwicklung 
der Atomtheorie der Kristalle unter Beriicksichtigung der Rolle des Kristall- 
gitters besondere Initiative entwickelt. Man kann auf die umfassenden Unter- 
suchungen von WLASSOW (1950) tiber das Vielkérperproblem verweisen, in 
denen der Verfasser den Versuch macht, das Problem der Bildung kristalliner 
Systeme zu lésen. Wenn auch die von WLAsSow vorgeschlagene Methode 
noch sehr zu diskutieren ist und viele Einwiinde hervorruft, so ist doch die 
allgemeine Aufgabenstellung des Vielkérperproblems unter Beriicksichtigung 
der spezifischen Fragen, die bei Systemen mit Wechselwirkung auftreten, 
richtig; dabei verlieren die einzelnen Teilchen in erheblichem Mae ihre 
, treie‘ Individualitat. 

Von groBem Interesse fiir die Entwicklung einer folgerichtigen mikroskopischen 
Theorie fester Kérper sind die Arbeiten von BOGOLJUBOW (1946) und TJAB- 
LIKOW (1949, 195la, b, 1952a, b), die sich durch Strenge der mathematischen 
Darstellung und physikalische Allgemeingiiltigkeit der Methode auszeichnen und 
den fiihrenden Platz der sowjetischen Physik auf diesem Gebiet bestimmen. 
Eine groBe Perspektive zeigen die Arbeiten iiber die Theorie der Halbleiter 
von PEKAR?) (1951), welcher den aktiven EinfluB des Gitters bei Elektronen- 
vorgingen beriicksichtigte, indem er die durch die Elektronen bei ihrer Be- 
wegung hervorgerufene Polarisation des Kristalls betrachtete. Die PEKAR- 
sche Theorie der ,,Polaronen“ weist einen bestimmten Weg zu einer um- 
fassenderen Darstellung des Kristallproblems, in der die allgemeine Theorie 
der Elektronenbewegung in einem deformierten Kristallgitter entwickelt 
wird. Die Grundlagen zu dieser Theorie wurden schon durch die Arbeiten 
anderer sowjetischer Verfasser, LANDAU (1933), TAMM (1932), BLOCHINZEW 
(1936) u.a., gelegt. 

ADIROWITSCH (1951) machte bei der Betrachtung des Problems der Lumines- 
zenz der Kristalle den gelungenen Versuch, die dynamische Wirkung des 
Gitters zu beriicksichtigen und gab eine Erklirung der Natur der strahlungs- 
losen Elektroneniiberginge. Aus diesem Beispiel geht auch klar hervor, da8 
anscheinend der ,,reine Elektroneneffekt‘‘ in Wirklichkeit durch aktive Ein- 
wirkung des Gitters hervorgerufen wird. Ein wichtiger Schritt in der Ent- 
wicklung der Quantentheorie der Molekiil-Kristalle waren die Arbeiten von 
DaAwy vow (1948, 1949, 1950). 

Trotz dieser vielversprechenden Ansitze, das Problem des Kristalls im Ganzen 
zu lésen, besteht vorliufig kein Grund zu der Annahme, da8 wir in dieser 
Richtung schon groBe Erfolge errungen haben. Vor den auf diesem Gebiet 
arbeitenden sowjetischen Physikern stehen sehr viele schwere, aber dankbare 
Aulfgaben. 


Unabhangig hiervon und gleichzeitig hat FROHLICH vorgeschlagen, die Elektron- 
Gitterwechselwirkung als wesentlichen Prozef fiir die Supraleitfihigkeit anzusehen. Vegl. 
Fortschiitte d. Phys. 1, 101, 1953 (Anm. d. dtsch. Red.). 

*) Kin Bericht von PEKAR iiber seine Arbeiten erscheint in Haft 8/1953 dieser Zeitschrift. 
Wesentliche neue Ergebnisse zur Polaronentheorie finden sich bei Gu RARI, Phil. Mag. 44, 
329, 1953 sowie bei Ler und Pines, Phys. Rev. 88, 960, 1952; 92, 883, 1953 sowie LEE, 
Low und Pines, Phys. Rev. 90, 297, 1953. (Anm. d. dtsch. Red.). 
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Aus der oben dargelegten Ubersicht sieht man, da8 auch in der reinen Elek- 
tronentheorie der Kristalle sogar bei adiabatischer Naherung noch viele 
unklare und ungeléste Fragen bestehen. 

Die Methode der Elementaranregungen (der Quasiteilchen) erédffnet uns 
geniigend weite Perspektiven fiir die weitere Entwicklung der Mehrelektronen- 
theorie der Kristalle?). 

Das sehr wichtige Problem der Untersuchung verschiedener Arten von 
Energiespektren (vom BosE-Typ und FERmMI-Typ) der Elementaranregungen 
in Kristallen haben erstmalig LANDAU und LIFSCHITz (1951) gestellt. Es 
erhielt seine vollstiindigste Darstellung in ihrer fundamentalen Vorlesung 
liber ,,Statistische Physik‘. Die Konkretisierung dieser allgemeinen Sitze fiir 
verschiedene Erscheinungen in Kristallen ist eine der Hauptaufgaben der 
Mehrelektronentheorie fester Kérper. Héchst wiinschenswert ist es, die in 
den Werken von SMIRNOW (1947a,b) und ORLOwW (1951) unter Beriick- 
sichtigung der Elektronenwechselwirkung ausgearbeitete Einelektronentheorie 
der Metallegierungen zu entwickeln. 

Bei Benutzung der Methode der Quasiteilchen braucht man nicht unbedingt 
jedes Mal den ganzen komplizierten Rechengang, ahnlich demjenigen, der in §7 
dargestellt wurde, durchzumachen. Man kann unter Benutzung bestimmter 
physikalischer Vorstellungen tiber die Eigenschaften des untersuchten Systems 
von Mikroteilchen sofort von einer bestimmten Form des Energieoperators 
in Diagonalform ausgehen, welche irgendwelchen Elementaranregungen des 
Systems entspricht. Dabei muB man aber natiirlich mit auBerordentlicher 
Sorgfalt eine Analyse zur Begriindung der ausgewihlten Form des Energie- 
operators des Mehrelektronensystems durchfiihren. Die in der Ubersicht an- 
gefiihrten strengen SchluBfolgerungen k6nnen zur Orientierung bei einer 
derartigen Auswahl von in Diagonalform gebrachten Operatoren dienen. 
Auch in dieser Richtung zeichnen sich in den Arbeiten sowjetischer Physiker 
Weeve zur Entwicklung der Mehrelektronentheorie ab. 


Ubersetzt von G. MULLER 
Deutsche Redaktion unter Mitwirkung von 
W. BRENIG und G. HOHLER. 
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In dieser Arbeit wird die umfangreiche Gruppe der Luminophore behandelt! 
die durch den Einbau geringer Mengen von Fremdsubstanzen, vor allem voy 
Schwermetallen, ihre Lumineszenzfihigkeit erlangen. Diese stehen im Gegeni 
satz Zu den anorganischen Reinstoffluminophoren, wie z. B. den Platincyanidem 
den Uranylsalzen und den Sulfatien der Seltenen Erden, bei denen das Leuchter 
eine Higenschaft der Substanz selbst ist, . | 


Der Versuch BUNDELs zur Widerlegung der Auffassung von der komplexen Natu! 
des Aktivatorzentrums. 


1. Einleitung 


1, Einbauméglichkeiten des Aktivators in das Grundmaterial 
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Man besaf zwar in friiheren Zeiten schon viele und ausfiihrliche Rezepte fiir 
die Herstellung kiinstlicher Leuchtstoffe, jedoch wurde eine Vorreinigung des 
Ausgangsmaterials nicht unternommen, so daf die Resultate der Priiparation 
mehr oder weniger zufallig waren, da sie eben durch die zufillig in den Aus- 
gangssubstanzen enthaltenen fremden Bestandteile bedingt waren. KLATT 
und LENARD (1889) gelang es durch genaue Analysen und Synthesen zu zeigen, 
da8 die reinen Erdalkalisulfide keine Phosphoreszenz besitzen, sondern daB 
die Phosphoreszenzfihigkeit erst durch eine Gliihoperation unter Zusatz ge- 
ringer Beimengungen (1 bis 10-§ Gewichtsprozent) von Fremdmetallen erzeugt 
wird. 

Die Darstellung der Luminophore erfolgt in den meisten Fiillen durch einen 
SchmelzprozeB bei hoher Temperatur. Die aus dieser Schmelze entstehenden 
Kristalle besitzen die den Realkristallen eigentiimlichen Baufehler, die hier 
im Zusammenhang mit den Einbauméglichkeiten fiir den Aktivator behandelt 
seien: 


1. Der Einbau erfolgt in den oberflichennahen Schichten des Wirtskristalls ; 
dabei ist zu bedenken, daB auch die Korngrenzen Oberflichen darstellen. 
— Innere Korngrenzen beruhen auf der Ausbildung einer Mosaikstruktur, 
derzufolge sich der regelmaBige Aufbau der Kristalle nur auf sehr kleine Be- 
reiche erstreckt, die Mosaikblécke genannt werden, und die um geringe Be- 
triage gegeneinander gekippt oder verschoben sind. Bei natiirlichen NaCl- 
Kristallen betraigt die Kantenliinge der wiirfelformig angenommenen Mosaik- 
blécke etwa 10-* mm. 


2. Der Einbau erfolgt auf Zwischengitterplitzen. Von groker Bedeutung 
werden hierfiir auch die atomaren Kristallbaufehler, zu denen die Leerstellen 
im Kristallgitter gehéren. 


3. Der Einbau des Aktivators erfolgt auf einem Gitterplatz, d. h. der Fremd- 
stoff nimmt in einem AustauschprozeB etwa mischkristallartig den Platz eines 
reguliren Gitterbestandteils ein. 


Zu einer Mischkristallbildung kann es nur kommen, wenn bei gleichen Anionen 
die Radienverhiltnisse der beiden kationischen Partner nahezu gleich sind; 
das hiingt aber vom Grade ihrer Ionisierung, von der Koordinationszahl, der 
Polarisierbarkeit und von der riumlichen Anordnung der Liganden ab. Die 
beiden Mischkristallpartner miissen nicht unbedingt der gleichen Kristall- 
klasse angehGren, doch fiihrt schon eine geringe Abweichung von dem Radien- 
verhiltnis einen Ubergang des Aktivators in einen Zwischengitterplatz herbei, 
und so wird auch das Zustandekommen von Strukturen méglich, in denen der 
Aktivator teils mischkristallartig eingebaut ist, teils aber bereits auf Zwischen- 
gitterplaitzen sitzt (Abb. 1). 

Nachdem nun die Einbauméglichkeiten des Aktivators erértert worden sind, 
ist ein naheres Eingehen auf sein physiko-chemisches Verhalten innerhalb des 
Grundmaterials méglich. Zum Eindringen in diesen Fragenkomplex empfiehlt 
es sich, anfangs den Forschungsergebnissen in ihrer geschichtlichen Reihenfolge 
hachzugehen, wobei zuerst kurz tiber die LENARDschen Arbeiten zu berichten 
wire. Nach der Erérterung der grundlegenden Arbeiten von SCHLEEDE und 
TIEDE iiber den kristallchemischen Zustand des Grundgitters soll eine syste- 
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matische Einordnung der verschiedenen Anschauungen versucht werden, 
Hierfiir sind aus der groBen Zahl von Arbeiten tiber Aktivatoren in den ver- 
schiedenen Grundsubstanzen nur die Arbeiten ausgewahlt worden, die einen 
wesentlichen Beitrag zur Deutung des chemischen Zustandes des Aktivators 


geliefert haben. : 
2. Die Lenarpsche Zentrentheorie 


Zur Herstellung von Phosphoren schmolz LENARD reinste Erdalkalichalko- 
genide, denen er eine geringe Menge eines Salzes des aktivierenden Metalles 
zugefiigt hatte, mit einem Flu8mittel bei Temperaturen um 1000° zusammen. 
Er nahm an, daB sich in der nach der Abkiihlung glasig-erstarrten, nach seiner 


Mischkristall- 
artiger Einbau 


Einbau auf 
Zwischengitter- 
platzen 


Zn 


Abb. 1: Kristallstruktur des kubischen ZnS (Tg), bestehend aus Zn- und S-Tetraedern, die mit ihren Nach- 
barn die Kanten gemeinsam Raben, so da ein Zn-Tetraeder ein S-Atom und ein S-Tetraeder ein 
Zn-Atom umgibt (nach Riehl). 


Ansicht amorphen Masse, auBerordentlich komplexe Molekiile von besonders 
sperriger Struktur, sogenannte Zentren, gebildet hitten. Falls diese nun ein 
Atom des zugesetzten Aktivatormetalls enthielten, sollte innen der Phosphor 
seine Leuchtkraft verdanken. 
Die Erdalkalisulfid-Phosphore besitzen im Vergleich zum ungeschmolzenen 
Grundmaterial eine geringere Dichte, hervorgerufen durch eine Gitterauf- 
weitung bei der Priparation. LENARD fiihrte diese Anderungen des Gitter- 
volumens auf die Entstehung ausgedehnter Zentrenkomplexe zuriick. In diese 
Vorstellung paBt auch die Zerstérung der Leuchtfihigkeit durch Druck; denn 
da hierbei ein Anwachsen der Dichte eintritt, miiBte die sperrige Struktur 
aufgehoben und das Leuchtzentrum vernichtet werden. 
In der Regel zeigt ein beliebiger Phosphor mehrere Emissionsbanden bzw. 
Emissionsbandengruppen. Die von LENARD (1928) entwickelte Zentren- 
theorie weist jeder Kmissionsbande auch eine besondere Zentrenart zu. Diese 
Zentren arbeiten, in leuchtunfihiges Grundmaterial eingebettet, unabhangig 
voneinander. 
Grundstock solcher Zentren sind z. B. in einem CaSCu-Phosphor mit der 
empirischen Formel Ca,CuyS, ringférmige, in sich geschlossene Ketten mit 
folgenden Bauelementen : 

—S—Ca—S—Ca—S 


In der Formel bedeuten x und z groBe Zahlen, y = 1 bis 2. 
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Die Atome des Aktivatormetalles werden durch Nebenvalenzen der S-Atome 
an diesen festgehalten. Die Unterschiede in den Banden liegen in der Zahl der 
Valenzen, die das Metallatom gegeniiber dem S-Atom betitigt, so da also 
z. B. dem CaSCu a-Zentrum die Struktur 


—Ca—S—Ca— 

dh 

und dem CaSCu #-Zentrum die Struktur 
—Ca—S—Ca— 


rit Ng 
zugeschrieben werden kénnte. ae! 
Eine Bestatigung dafiir, daB das Aktivatoratom vom Chalkogenatom in ver- 
schiedenen Wertigkeitsstufen gebunden werden kann, sieht Rupp (1928) in 
den Ergebnissen magnetischer Untersuchungen an CaSCu-Phosphoren: Mit 
einem Uberwiegen der $-Bande im CaSCu verringert sich der Diamagnetismus. 
Cu,S ist nun weniger diamagnetisch als CuS, und Rupp folgert deshalb, daB 
bei Préparation der CaSCu a-Zentren das Cu als CuS, in den CaSCu f-Zentren 
dagegen als Cu,S eingelagert wird. 
Wurde bei der Darstellung eines Phosphors nur eine geringe Menge des akti- 
vierenden Metalls zugesetzt, so bilden sich hauptsaichlich Zentren groBer 
Lebensdauer (Phosphoreszenz). Bei weiterer Erhéhung der Metallkonzentra- 
tion vermehren sich jedoch die Zentren geringerer Lebensdauer, bis zuletzt 
Zentren mit sehr schnell abklingendem Leuchten tiberwiegen (Fluoreszenz). 
Die LENARD-Phosphore besitzen Natriumchlorid- oder Caesiumchlorid- 
struktur. Sie weisen also nur sehr kleine natiirliche Gitterzwischenriume auf, 
in denen die Aktivatoratome eingebaut werden kénnten. Die Aufnahmefihig- 
keit des Gitters fiir die Fremdatome kommt nicht so sehr dem Gitter selbst 
zu, als vielmehr den durch die Einwirkung des Schmelzmittels verzerrten 
und aufgelockerten Gitterbereichen. Von diesen Gebieten vermittelt die 
LENARDsche Zentrenhypothese — so wenig deren sonstige SchluBfolgerungen 
noch Giiltigkeit beanspruchen diirfen — kein ganz unzutreffendes Bild. 
Heute wissen wir, da gerade bei den Erdalkalisulfidphosphoren die Struk- 
turen durch die schwankenden Mengen an restlichen Sulfaten und FluBmitteln 
besonders schwer deutbar sind. Die FluBmittelreste erlauben ebenfalls die 
Bildung von Zentren, und es war daher fiir die systematischen Forschungen 
auf dem Lumineszenzgebiet sehr erschwerend, da gerade die uneinheitlichen 
und unstéchiometrisch zusammengesetzten Phosphore der II. Hauptgruppe 
des Periodischen Systems die ersten waren, die zu Untersuchungen benutzt 
wurden. 


3. Die kristallchemische Deutung der Lumineszenz 


Die Méglichkeiten, die die réntgenographische Kristallstrukturbestimmung 
bietet, wurden bald auf die Phosphoreszenzchemie angewandt und leiteten 
einen neuen Abschnitt auf diesem Forschungsgebiet ein. 

Die ersten, die darauf hinwiesen, daB die Lumineszenzfihigkeit eines Stoffes 
keineswegs an eine besondere amorphe Struktur, wie sie von LENARD voraus- 
23 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“‘ 
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gesetzt wurde, gebunden ist, und da die Lumineszenzfihigkeit sehr wohl bei 
kristallisierten Stoffen auftreten kann, waren TIEDE und SCHLEEDE (1923). . 
Sie stellten durch DEBYE-SCHERRER Aufnahmen fest, daf alle LENARD- - 
Phosphore entweder vollstindig oder wenigstens partienweise kristallisiert 

sind. Die verwendeten Flu8mittel wirken dabei sogar férdernd auf die Kristal-| 
lisationen und kénnen bei der Praparation gut kristallisierender Verbindungen | 
entbehrt werden. — Die Praiparation der Luminophore stellt nun immer einen 
Sinterungs- oder SchmelzprozeB dar, und es mufte noch untersucht werden, , 
ob nicht die neben den Kristallen vorhandene unterkiihlte Schmelze bei | 
bestimmten Stoffen Tragerin der Lumineszenzfihigkeit sein kbnnte. SCHLEEDE } 
(1923) stellte unterkiihlte Schmelzen von CaWOQ, her und beobachtete erst : 
nach ihrer Entglasung, d.h. also bei der Ausbildung von Kristallen, eine » 
Lumineszenzfahigkeit. 

Hine fiir die Beurteilung der Frage nach dem Grundmaterial eindeutige Ant- 
wort gibt die Untersuchung des Kalziumwolframats. Dieses ist aus kalter Lésung ; 
amorph darstelibar und zeigt dann, auch bei Anwesenheit aktivierender Zu- 
sitze, keine Lumineszenz. Mit dem Grad der Erwairmung aber, d. h. mit der 
Ausbildung eines kristallinen Gefiiges, waichst auch die Lumineszenz. 

Die Anwesenheit eines kristallinen Grundmaterials schlieBt auch die aus Tau- 
senden von Atomen aufgebauten LENARDschen Molekiilkomplexe aus, denn 
die Entstehung solcher gro8en Molekiile ist bei so einfachen Raumgittern, wie 
sie die Erdalkalichalkogenide besitzen, unméglich. 

SCHLEEDE (1923) machte daher den Vorschlag, die Vorstellung vom Bau des 
Leuchtzentrums dieser neuen Erkenntnis durch die einfache Annahme anzu- 
passen, daB bei der Praparation die Fremdmetallatome an Stelle der Metall- 
atome des Grundmaterials isomorph eingebaut werden. Ein solches Atom mit 
der umgebenden Schar von gittermaBig angeordneten Atomen des Grund- 
materials sollte dann mit dem LENARDschen: Phosphoreszenzzentrum iden- 
tisch sein. 

Durch die Anwendung von Diffusionsreaktionen hat TIEDE die Ausbildung 
von Phosphoreszenzzentren nicht nur an der Oberfliche, sondern auch im 
Inneren der Kristalle beweisen kénnen. Sein grundlegender Versuch bestand 
darin, daB er in kristallines ZnS durch Uberschichten mit Cu,S Cu-Atome: 
einwandern lieB. Dieser Diffusionsvorgang erfolgt schon bei der verhiltnis- 
miBig niedrigen'Temperatur von 330° ©. Nach kurzer Zeit geht bei dieser Tem- 
peratur das blaue Leuchten des ZnSZn in das griine des ZnSCu iiber. Um zu 
pritfen, ob das Cu auch wirklich in die Tiefe des ZnS eingedrungen ist, wurde 
dieses in verdiinnter Salzsiiure gelist. In den ZnS-Kérnern blieb bis zum vél- 
ligen Auflésen das Cu durch die griine Fluoreszenz des ZnSCu_ nach- 
weisbar. 

TIEDE und WEIss (1932) faBten die Ergebnisse ihrer zahlreichen Arbeiten in 
folgender Regel zusammen: Hin Metallatom kann als Aktivator nicht! 
wirksam sein, wenn sein Durchmesser groBer als der Durchmesser! 
des Metallatoms im Wirtsgitter ist. 

Mit Riicksicht darauf, daB einzelne Aktivatoratome sich in dieses Schema nicht: 
einfiigen, und beispielsweise das Ag im ZnS sehr wohl aktivierend wirkt, ob- 
schon’ sein Atomdurchmesser etwas gréBer ist als der des Grundgitterkations, 
hat RIEHL (1941) diese Regel etwas abweichend formuliert: Ein Fremdatomi 
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kann dann in einem Kristal! als Aktivator wirksam sein, wenn sein Atomdurch- 
messer eine bestimmte Grenze, die etwas oberhalb des Durchmessers des Me- 
tallatoms im Wirtsgitter liegt, nicht iiberschreitet. Die folgende Tabelle I 
bringt eine Zusammenstell ung solcher Systeme. 

Diese kristallchemischen For schungen hatten zum Ergebnis, daB ein Metall- 
sulfid dann aktivierend wirkt, wenn es eine gewisse chemische Verwandtschaft 


zum Grundgitter besitzt; es kann einem anderen Kristallsystem angehéren, 


muB aber ein bestimmtes Atomvolumen besitzen. Uber den eigentlichen Zu- 
stand des Aktivators werden keine niheren Aussagen gemacht. Der groBe 
Fortschritt besteht jedoch in der Erkenntnis, da8 das Grundmaterial der be- 
handelten Luminophore kristallin ist. 

Auf dieser Grundlage ist nun eine vorliufige Unterteilung nach dem Ergebnis 
der Untersuchungen iiber den chemischen Zustand des Aktivators méglich, 
und hierbei sind drei Forschungsrichtungen von besonderem Interesse: 


1. Die Auffassung der Aktivatorzentren als Komplexe. Hierher gehéren die 
schon behandelten Arbeiten von LENARD; auch werden die mit Schwer- 
metallen aktivierten Alkalihalogenide in diesem Zusammenhang zu erwiihnen 
sein. 

2. Eine Erweiterung auf das Gebiet der Kolloidforschung, speziell der von 
LORENZ und EITEL entdeckten Pyrosole, brachte die Arbeit von TSCHE- 
REPNJOW, der die Aktivatorzentren als disperse Gebilde mit mehr oder weniger 
starker Wirkung auf ihre Nachbarschaft ansieht, 

3. BUNDEL nimmt auf Grund seiner experimentellen Ergebnisse an, daB der 
Aktivator beim Eindiffundieren in das Grundgitter atomar vorliegt. Jedoch 
wird auch von BUNDEL eine spitere Wechselwirkung zwischen dem Aktivator 
und den Bausteinen des Grundgitters am Ort des Aktivatoreinbaus nicht 
ausgeschlossen. 


II. Die Vertreter der Komplextheorie 


1. Der Versuch ScuENcKs, mit chemischen Mitteln den Leuchtmechanismus zu 
klaren 


Angeregt durch die Zentrenbauvorstellung LENARDS versuchten SCHENCK 
(1937) und Mitarbeiter, die auf dem Gebiete der Metalle und Legierungen 
arbeiteten, das Problem des Aktivatorzustandes bei der Lichtabsorption und 
-emission mit rein chemischen Mitteln zu kliren. 

Hierfiir entwickelte SCHENCK die Methode des isothermen Abbaus der 
Schwermetallsulfide durch Reduktion mit Wasserstoff. Bei 400 — 500° werden 
die verschiedenen Erdalkalisulfide, die das Grundmaterial der LENARD- 
Phosphore darstellen, von H, nicht angegriffen; dagegen sind Sb.8,, Bi,S,, 
NiS und Ag,S bei diesen Temperaturen durch Hy reduzierbar und liefern mit 
diesem H, und dem bei der Reduktion entstehenden H,S Gleichgewichtsein- 
stellungen, die bei Gegenwart nicht reduzierbarer Sulfide in charakteristischer 
Weise verschohben sind. Die Sulfide des Pb und Cu sind unter derartigen Be- 
dingungen durch H, nicht reduzierbar, und deshalb konnte SCHENCK seine 
Untersuchungen auf diese wichtigen Aktivatormetalle nicht ausdehnen, son- 
dern nur Analogieschliisse ziehen. 

23° 
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Tabelle I p | | 


SrS 


Atom- 
durch- 
messer 


A 


(Die eingeklammerten Felder bedeuten Abweichungen 


von der TIEDE-RIEHLschen Regel.) 


; 
: ~~ 
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Zwei typische Abbaukurven seien gezeigt: Fiir Ag.S/ZnS (Abb. 2) verliiuft die 
isotherme Abbaukurve auf der gleichen Ordinatenhéhe wie bei Abwesenheit 
von Zn§, nur bricht sie mit steigender ZnS-Menge frither ab, ein Zeichen da- 


) 44S 
20 
10 

1% 12 10 8 6 4 2 0%S 


Gew.-% reduzierbarer § im Bodenkérper 


Abb. 2: Die Abb. zeigt den isothermen Abbau von Ag,S bei 400°, wenn ZnS im UberschuB vorhanden ist 
(nach Schenck). 


fiir, daB ein Teil des Ag,S durch das ZnS stabilisiert wird, d. h. mit ihm eine 
feste Lésung bildet. 

Es sei jedoch gleich hier kritisch bemerkt, da} die Ergebnisse von SCHENCK 
an nicht-kristallinem ZnS gewonnen wurden. Seine Beobachtung der Bildung 


20 «(8 16 % 72 10 8 6 4 2 0%S 
Gew.-%reduzierbarer § (in Bodenkorper 


Abb. 3: Die Abb. zeigt den isothermen Abbau bei 507° von reinem Sb,S, und von Sb,S, in Gegenwart der 
Erdalkalisulfide bei dem Verhaltnis von Sb.S;: Erdalkalisulfid = 2:3 (nach Schenck). 


einer festen Lésung von Ag,S (bis zu 5%) in ZnS darf nicht als ein Beweis fiir f 
einen mischkristallartigen Einbau von Ag in das ZnS-Gitter gewertet werden; 
denn die Ubertragung dieses Ergebnisses auf kristallisiertes ZnS wiirde der direkt 
beobachtbaren Tatsache widersprechen, daf kristallisiertes Zn nur sehr geringe ; 
Ag-Mengen aufnehmen kann und der nicht eingebaute Ag-UberschuB sich als | 
feinverteiltes Ag,S auf der Oberfliiche der Kristallite ausscheidet. | 
Die Kurve des isothermen Abbaus von Sb,8, rein und in Gegenwart der Erd- 
alkalisulfide CaS, SrS, BaS ist in der Abb. 3 gezeigt. 
Thr Charakter ist ein ganz anderer als bei Ag,S/ZnS, da in der Abbaukurve ) 
der meisten Erdalkalisulfidmischungen mehrere Stufen auftreten. Diese Er- 
scheinung wird durch eine Verbindungsbildung der Gemischkomponenten | 
bedingt. Die Formel dieser Komplexverbindungen findet sich in Tab. H. 
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Tabelle II 


Ca[Sb.8,] 
Ca,[Sb,S;] 


Sr[Sb,S,] 
Sr,[Sb,S85] 


Ba[Sb.8,] 
Ba,[Sb.8;] 


Ba[Bi,S,] 


Sr[Bi,S,] 


Ba[Ag,Sg] 
Ba[Ag,S,] | 


Legierung 


Je groRer die Gitterkonstante (die drei Erdalkalisulfide gehéren zur Klasse Oy , 
des kubischen Systems), um so geringer ist die Gitterenergie und um so gréfer ° 
wird die Neigung zur Komplexbildung. | 
SCHENCK glaubt, daB seine Ergebnisse auch auf groBe Verdiinnungen bis in 
die Bereiche der Aktivatorkonzentrationen iibertragen werden diirfen und. 
formuliert den mit Abgabe und Aufnahme von Lichtenergie verlaufenden | 
Vorgang : 


Absorption 
Ca [Sb,S,] = 2 Ca’ + [Sb,S,)’""’ == 2 Ca + Sb.S, 
Emission 
Absorption 
2 Ba [Bi,S,] = 2 Ba’* + 2 [Bi,8,]” a Ba + Ba’* + [Bi,S,] 


Kmission 


Vom komplexen Anion werden bei der Lichtabsorption Elektronen abgelost 

und vom Kation aufgenommen, das dabei in das elektrisch neutrale Erdalkali- : 
metallatom tibergeht. Der lichterzeugende Vorgang wiirde dann in einer Um-. 
setzung von Erdalkalimetall mit dem Aktivatorsulfid innerhalb der Zentren | 
bestehen, wobei das Aktivatorsulfid in eine niedrigere Wertigkeitsstufe tibergeht. 
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2. Die Bildung von komplexen Leuchtzentren durch Aufnahme von Anionen 


Die Beobachtung, daB bei Verwendung verschiedener Salze desselben akti- 
vierenden Metalls und verschiedener Flu8mittel die Intensitit, die Dauer und 
manchmal auch die spektrale Verteilung der Lumineszenzintensitit unter- 
schiedlich sind, dringt zu dem SchluB, daB das Strahlungszentrum einen kom- 
plizierten Aufbau besitzt und neben dem aktivierenden Metall noch andere 
Komponenten, niimlich die Anionen des Aktivatorsalzes oder des Flu8mittels, 
einschlieBt. a“ 
Beim kubischen KCISb-Phosphor wird nur bei Einfiihrung des Sb als SbCl, 
ein Effekt beobachtet; beim ZnSMn treten bei Verwendung von MnCl, oder 
MnS im Gegensatz zur Verwendung einer oxydischen Verbindung wie MnCOsg, 
Mn(NO,), oder MnSO, Unterschiede in der UV-Erregung auf. 

Es gibt also unzweifelhaft Aktivatoren, die nicht in der rein elementaren 
Form, sondern als Komplexe im Luminophor vorliegen. 

In diesem Zusammenhang ist es interessant, daB es MCKEAG und RANBy (1949) 
gelang, einen nichtmetallischen Aktivator einzubauen. Sie beschreiben eine 
Serie von P-aktivierten ZnS-Phosphoren, die in Abhingigkeit von der 
Aktivatorkonzentration verschiedenfarbige Fluoreszenz zeigen. 


3. Die Untersuchungsergebnisse KROGERs am ZnS 
(Ladungskompensation des Aktivatorkations durch gleichzeitigen Einbau von 
Anionen) 


Bei der Darstellung von ZnSCu-Phosphoren unter der Einwirkung verschie- 
dener Gase (H,S—HCl und H,—HCl) beobachteten KROGER, HELLINGMANN 
und SMITH (1949) auch einen Wechsel der relativen Konzentration der unter- 
schiedlich leuchtenden Zentren. 

Bei Temperaturen iiber 1050° C, bei hoher HCl-Konzentration und mittlerer 
Cu-Konzentration (10-5 bis 10-4 Molprozent Cu) wird die Anzahl der griin 


2ZS.70-*Cu Zn8S.10->Cu 
(Cucieu) ZnSZnel (CuCl) 


| 
4000 4500 5000 5500 A(A) 


Abb, 4: Fluoreszenzspektrum des ZnSCu bei verschiedenen Cu-Gehalten (nach Kroger). 
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emittierenden CuCl-Zentren vergréBert, waihrend niedrige HCl-Gehalte die 
Bildung blau emittierender Zentren begiinstigen. Bei niedriger Cu-Konzen- © 
tration (¢ < 10-5 Molprozent Cu) wird die blaue Fluoreszenz von iiberstéchio- | 
metrischem Zn, das als ZnCl vorliegt, hervorgerufen, wihrend bei relativ hohen | 
Cu-Konzentrationen (c > 10-* Molprozent Cu) auch eine blaue Fluoreszenz 
beobachtet wird, die jetzt aber auf CuCl-Cu-Zentren zuriickzufiihren ist 
(Abb. 4). 
Ein hoher H,S-Gehalt der Gasatmosphiare begiinstigt die Bildung von Cu,S- 
Zentren, die als ,,Killer‘‘ wirken. Die Tab. ITI zeigt die Anderung der Fluores- 
zenz mit wechselnder Zusammensetzung der Gasatmosphiare. 


Tabelle IIT 


Zusammen- 


setzung 
der Zentren 


Gasatmosphare Lumineszenz 


keine Fluoreszenz 


H,S—HCl (niedrige Konz.) blaue Fluoreszenz 
keine Phosphoreszenz 


H,S—HCl (hohe Konz.) 
HCl 

H,—HCl 

N,—HCl 


griine Fluoreszenz 
und Phosphoreszenz 


H,S—HCI_N,, H,, S, 


(niedrige Konz. an N,) blaue Fluoreszenz Cu.8 
2 


H,S—HCl—N,, H,, 8, starke blaue Fluoreszenz 
(hohe Konz. an N,) 


u. 
ZnS - ZnCl 


Wird bei etwa 400° C eine Temperung der Phosphore in reduzierender H,- oder 
N,-Atmosphiire vorgenommen, so wird die Zahl der blau emittierenden Zentren 
vergroBert und die ,,Killer‘‘-Zentren werden zerstért. Es entstehen dann also 
durch Reduktion des Zn zur einwertigen Stufe blau emittierende ZnCl-Zentren. 
In der Tab. 1V sind die méglichen Uberginge in Formeln dargestellt. 


Tabelle IV 
1. In N,- oder H,-Atmosphire. 


ansteigende 


a) CuCl ————-+> CuCl. Cu ————-» GnCl + Cu 
Temperatur 
b) Cu,S ———————» Cu (atomar auf Zwischengitterplitzen) 


c) ZnCl, Se ay 710) 
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2. In H,S—HCl-Atmosphire: 


a) CuCl-Cu —M————> (CuCl 

b)iCaCt: Cay. ——+———+. (u,8 

ce) Cu ————+ (Cu,S (Cu,S scheidet sich beim Uberschreiten seiner 
Léslichkeit im ZnS auf der Kristalloberfliche aus) 

d) Cu ——————-+ CuCl (CuCl wird schneller gebildet als Cu,S und da- 


her laiuft diese Reaktion bevorzugt ab) 


Das Cl kann bei der relativ niedrigen Temperatur von 400° C jedoch nicht in 
das Gitter eindringen und bildet daher das CuCl nur an der Oberfliche, wo 
es folgenderma8en weiterreagiert : 


2 CuCl + ZnS —> Cu,S + ZnCl, 


Das entstandene ZnCl, verdampft. 

Die folgenden Abbildungen (5—10) sollen noch einmal den Einbau des Cu in 
das ZnS-Gitter in Form verschiedener Zentren veranschaulichen. 

KROGER und DI1KHOFF (1950) zeigten in einer spiteren Arbeit, da der 
Ladungsausgleich nicht nur durch Cl, sondern auch durch dreiwertige Kationen 
erfolgen kann, wobei ein einwertiges und ein dreiwertiges Kation zwei Zn- 
Ionen ersetzen kénnen (Abb. 11). 


Tabelle V 
| Kubisches ZnS Hexagonales ZnS 
EEE 
Gramm- x 1076 xe KOS 
atome Cu Gramm- cl] Gramm- [cl] 
pro Mol atome Cl ee Lumin. | atome Cl es 
ZnS pro Mol [Gs] pro Mol [Ga 


ZnS 
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I. Einbau des Cu erfolgt durch Substitution von Bestandtealen des Wirtsgitters: 


Sie anc 

Zne* Cl 

S2- Cut 
BA 


Abb. 5: Griin emittierende CuCl-Zentren. 


S2- Fn 2+ 
Zn2+ §2- 
S2- Tn2+ 
Tn2+  §2- 


ge 
VAs 
ge- 


Jn2+ 


S2- 
Cut 


© 
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(nach K ROGER) 


Zn24 


Sas 


Tn2* 


g2- 


Zn2+ 


Abb. 7: Auch der Einbau von atomarem Cu 
14B¢ Anionenliicken entstehen. 


BUBE (1951) fand eine direkte experimentelle Bestiitigung fiir das Vorhanden-, 
sein von komplexen Verbindungen zwischen dem Aktivatormetall und de 
Anion des Flu8mittels. Unter Verwendung von NaCl als FluBmittel wurde ei 
ZnSCu-Phosphor pripariert, in dem nach dem Entfernen des uberschiissige 
NaCl der Chlorgehalt bestimmt wurde. Die folgende Tabelle V zeigt, daB di 
Menge des aufgenommenen Cl proportional der aktivierenden Cu-Menge ist. | 


IT, Einbau des Cu auf Zwischengitterplatzen des Wirtsgitters 


Zn2+ 
Cut 

S2- 

Zn2+ 


Abb. 9: 


Se> 
Cut 
a PAR 


Cu.s 


g?- 


Zn2t+ 


Sit 7h et Stacie 
Zn2+ S% Cut S82 
s- Cut © Zn. 
Zn ae ane ae 


Abb. 6: Beim Einbau von Cu.S werden 


Anionenliicken erzeugt. 


S2= ~ Zn2+ S2-- “Znt+ 

Zn2* CF Cut §* 4 
S2- Cut (-) Zn2+ 

Zn2+ §2- -— Zn2+ —§2- 


Abb. 8: Blau emittierendes 
CuCl + Cu-Zentrum. 


(nach K ROGER) 


Zn2+ 


S2=""-Zaet “St PZn2* 
' SB 
7 \ 
Zn2+ Cl- Zn") St 
C) Cut 
S2- 


~ 


‘yt s2- | Zn2+ 
ca Ss y n 


“ 


-,, Killer*‘-Zentrum 


Zn2* S?- Zz S:- 


Abb. 10: Blau emittierendes 
CuCl + Cu-Zentrum. 
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Kine geringe Cu-Konzentration ist von griiner Lumineszenz begleitet. Der 
Einbau der Cu-Ionen — méglicherweise handelt es sich um Cu’ — auf Zwischen- 
gitterplitzen wird durch die Vereinigung mit einer gleichen Anzahl von 
Cl. Tonen beschleunigt, wobei der Komplex CuCl entsteht. Ubersteigt die 
-Cu-Konzentration eine bestimmte Grenze, so erscheint neben der griinen 
noch blaue Lumineszenz. Diese blaue Emission ist von einem substituierenden 


Ag-band 
a 17-Bande 


Al 


1 / Pr i 215 -10%AG-10-*X 


| 


4000 4500 5000 . 2 55d 
AINA 


Abb.11: Die blaue Ag-Bande des ZnSAg bei Anwesenheit von Halogen oder dreiwertigen Ionen 
(c = 10-4 Molprozent) (nach Kroger). 


Einbau von Cu-lonen --- méglicherweise Cu’ ” — an Stelle von Zn’" begleitet. 
Es liegt also hier der Komplex CuCl - Cu vor. 

Durch SCHLEEDE (1951) werden diese Ergebnisse insofern bestitigt, als bei 
einer Priparation von ZnS ohne Anwesenheit von Halogen keine Lumines- 
zenzfihigkeit beobachtet wird. Bei Anwesenheit von Halogen wihrend der 
Herstellung des Phosphors wird dieses miteingebaut, und SCHLEEDE schliefit 
aus dem Verhiiltnis der Menge des eingebauten Halogens zu der des Aktivators 
auf die Bildung bestimmter chemischer Verbindungen. Im ZnS sollen bei 
entsprechendem Aktivatorzusatz CuCl, AgCl und ZnCl — hier das Zn mit der 
anomalen Wertigkeit 1 — vorliegen. Dab solche Verbindungen anomaler 
Wertigkeit méglich sind, zeigen z. B. die Arbeiten von KLEMM (1951), der in 
letzter Zeit mehrere Verbindungen darstellen konnte, in denen Elemente in 
niedrigeren Wertigkeitsstufen auftraten, als den bisher bekannten. Es ist aber 
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auch méglich, da beim ZnS das iiberstéchiometrische Zn nicht einer anomalen 

Wertigkeit entspricht, sondern diese nur durch das Vorliegen einer Additions- _ 
verbindung vorgetauscht wird: 2 ZnCl = ZnCl, -Zn, analog dem CuCl - Cu — 
Komplex. | 


4. Die Versuche von KONSTANTINOWA-SCHLESINGER zur Darstellung der 
Lumineszenzzentren als Quasimolekiile 


Von KONSTANTINOWA-SCHLESINGER (1951) werden als Quasimolekiile | 
solche Lumineszenzzentren bezeichnet, die aus Aktivatoratomen und den aus — 
der Grundsubstanz oder aus dem Schmelzmittel stammenden Anionen auf- 
gebaut sind. Mit der Bezeichnung ,, Quasimolekiile“ soll betont werden, da 
diese Zentren im Wirtsgitter nicht selbstindig existieren konnen, sondern — 
daB sich die Komponenten der Quasimolekiile am Aufbau des Gitters be- 1 
teiligen und in diesem feste Plitze einnehmen. Vielleicht liegt gerade hierin 
das Besondere der Kristallphosphore, das ihre Lumineszenzeigenschaften 
bedingt. 


Abb. 12: Zinn als Aktivator-Ion im NaCl-Gitter @ Sn, e Na, O Cl. 
(nach Konstantinowa-Schlesinger). 


So wird von KONSTANTINOWA-SCHLESINGER der im zinnaktivierten Alkali- | 
halogenidphosphor [siehe HUNIGER und RUDOLPH (1940) Seite 355] vorliegende / 
Komplex [SnCl,]’’ in der Form eines Quasimolekiils dargestellt (Abb. 12). | 
Kin Ion oder Atom, das in ein fremdes Kristallgitter gelangt, kann nur dann | 
durch Elektronenwechselwirkung ein quasimolekulares Leuchtzentrum bilden, , 
wenn die Zah] der Anionen und ihre réumliche Verteilung im Grundgitter der ° 
Elektronenstruktur des Aktivators entspricht. In der folgenden Tab. VI sind l 
die Koordinationszahlen (K.Z.) der als Grundsubstanz fiir Luminophore » 
dienenden Verbindungen aufgefiihrt, | 
In Kristallphosphoren kann die Anregungsenergie als Lumineszenz abgegeben ! 
oder in die Wiirmeschwingungen des Gitters iiberfiihrt werden (strahlungslose » 
Ubergiinge). Bei nicht zu hohen Temperaturen tiberwiegt die Lumineszenz und | 
bei einer bestimmten Temperatur tritt ein merkliches Absinken der Lumines. - 
zenz ein, Wenn es nun stimmt, daB die Intensititsabnabme bei einer Tem- ! 
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Tabelle VI 


Seltene Erden 


Eu | Nd | Pr | Sm 
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Fortsetzung von Tabelle VI 


Seltene Erden 


Grund- Ag | Bi| Cr| Cu | Mn} Pb 
ata 2} s8| 6/46/46] 6 | Dy| Bul Na| Pr| Sm | Tb 
CdS - ZnS 4 +. = 
RO 
Lif 6 + ate 
NaF 6 +/+ |+ -- 
G | 
NaCl 6 oe Ge er 
G 
CaF, 8 ar ae Sal ate — | SB 
O 
CaCl, 6,3 ue 
O 
MgF, 6,3 Ba 
SrF, 8 a 
BaF, 8 ae 
O 
Znk, 6,3 a 
‘ G 
CaSO, 8 sy ‘i. ge eae, oa 
SrSO, 8 a 
R 
MgCo, 6 ne 
RO 
CaCO, 6 e 
R 
AIPO, 4,6 a 
R 
Mg,Si0, | 6 i 


< Sewneomnd 
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Fortsetzung von Tabelle VI 


| Ag Bi ; Cr | Cu | Mn| Pb Seltene Erden 


46] 6 | Dy| Eu| Nd Pr| Sm] Tb 


Bemerkungen zu Tab. VI: 


Phosphore, fiir die eine Ubereinstimmung zwischen der K. Z. des Grundgitters und des 
Aktivators besteht, sind mit + gekennzeichnet; konnte der Aktivator jedoch in ein Grund- 
gitter mit abweichender K. Z. eingebaut werden, so wurde die entsprechende Spalte mit 
einem — versehen. 


Aktivatoren, die nur durch Zusatz eines FluBmittels in das Grundgitter eingefiihrt werden 
k6nnen, sind mit F gekennzeichnet. In diesen Luminophoren ist fiir das Grundgitter die 
tibliche K. Z. nicht mehr giiltig, da in der Umgebung des Aktivators das Gitter durch die 
Bestandteile des FluBmittels verandert ist. Es wird durch das Flu8mittel also nicht nur 
der Eintritt des Aktivators in das Grundgitter erleichtert, sondern es wird gleichzeitig eine 
Umgebung geschaffen, die der K. Z. des Aktivators entspricht. Die Flu8mittel kompli- 
zieren jedoch das ganze Bild wesentlich und fiihren leicht zu falschen SchluBfolgerungen. 
Im Falle eines komplizierten Anions (SO‘/, CO‘, SiO{/’’) setzt KonsTANTINOWA- 
SCHLESINGER die Anzahl der O-Atome als K. Z. fiir das Grundgitterkation ein. Durch 
diese willkirliche Festsetzung stimmt aber die kristallographisch festgestellte K. Z. fiir 
diese Strukturtypen nicht mit den angegebenen K. Z. iiberein. 


Ag. Der Aktivator bildet im MgS und SrS ein kompliziertes System. Bei der Behandlung 
der LenarRDschen Arbeiten wurde ebenfalls auf den uneinheitlichen Bau dieser Erd- 
alkalichalkogenid-FluBmittelgemische hingewiesen. 


Bi. Das Radienverhiltnis der Ionen bei Gittern mit der K. Z. 6 liegt zwischen 0,732 und 
0,414; bei Gittern mit der K. Z. 8 zwischen 1 und 0,732. Da das Radienverhiltnis fiir SrO 
0,96 und fiir BaO sogar | betrigt, kann man annehmen, daf sich das Gitter deformiert 
hat und die K. Z. 8 giiltig ist. 


Cu. Offenbar ist die K. Z. fiir Cu’ 4 und Cu” 6. Das vorliegende Tatsachenmaterial ist aber 
fiir eine solche Schluf&folgerung unzureichend, da die wechselnde Wertigkeit des Cu in 
verschiedenen Grundgittern nicht bewiesen ist. 


Mn. Das Mn der K. Z. 6 luminosziert vorwiegend rot(R) und orange (O), das der K. Z. 4 
griin und gelb (G). 


Seltene Erden. Die Seltenen Erden besitzen die K. Z. 6 und 8. 
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Tabelle VIT . 
: 
Beginn | Schmelz- ; 
des tempe- Re- 
; Intensi- | ratur der| duzierte , 
Grundsubstanz | Aktivator Fitri c pa d. | Tempe- Gittertyp 
abfalls | substanz| ratur 
OK oK ) 
NaCl Mn, Cr 322 1073 0,3 On Kubisch ) 
Mn 
KBr Mn, Pb 303 1001 0,3 On Kubisch | 
Mn 288 841 0,34 | Dsa Rhomboedrisch| — 
CdBr, Mn, Cr (Schichtgitter) ; 
Mn | 
Cd,P,0, Pb 303 1373 0,22 | 2 
Ca; (PO,), (Cl, F) Sb, Mn 343 ~ 1543 0,22 Con Hexagonal 
Mgwo, 323 1673 0,19 Cyn Monoklin 
Zn,SiO, Mn 343 1782 0,19 Csi Rhomboedrisch 
CdSO, Sm 353 1273 0,28 Dn Rhombisch 
Al,O. Cr 500 2323 0,21 Dsa Rhomboedrisch 
Mn 400 2123 0,19 Ta Kubisch 
Mn 180 661 0,27 Dsa Rhomboedrisch 


(Schichtgitter) 


peratur einsetzt, bei der die Stabilitiit des Kristallgitters abnimmt, so soll | 
nach GORBATSCHEWA und KONSTANTINOWA-SCHLESINGER (1951) zwischen | 
dieser Temperatur und der Schmelztemperatur der Grundsubstanz eine Be- . 
zichung bestehen, die von den Autoren sprachlich wenig geschickt ,,reduzierte » 
Temperatur“ genannt wird. Diese ,,reduzierte Temperatur“ stellt also das: 
Verhaltnis der abs. Temperatur des Beginns der Verringerung der Strahlungs- - 
intensitéit zur abs. Schmelztemperatur dar. Der Quotient ergibt eine Kon- - 
stante fiir die Grundsubstanz (Tab. VII). 

Man entnimmt dieser Tabelle, das die ,,reduzierte Temperatur“ fiir Kristall- - 
phosphore mit einem Tonengitter vom NaCl-Typ 0,3 und fiir Phosphore mitt 
Schichtgitterstruktur (CdBr.Mn und CdBr,Mn, Cr) 0,34 betriigt, fiir alle iibrigen | 
Phosphore schwankt sie zwischen 0,19 und 0,28. | 
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r eine eindeutige Aussage und fiir eine Klassifizierung ist die Zahl der unter- 
chten Phosphore viel zu gering. Die nachtriiglich eingefiigte Spalte mit 
gaben iiber den Gittertyp zeigt, da fiir gleiche Struktur ganz verschie- 
ene ,,reduzierte Temperaturen“ erhalten werden. Das kann nach KONSTAN- 
INOWA-SCHLESINGER dadurch erklirt werden, da z. B. der Aktivator 
einer Koordinationszahl nach dem Grundgitter zu unaihnlich ist und es nur 
it Hilfe eines FluBmittels gelingt, die Bildung von Lumineszenzzentren zu 
rzwingen. Das entstandene Quasimolekiil wird in diesem Falle gréBere Gitter- 
térungen aushalten und die ,,reduzierte Temperatur‘‘ wird héher liegen. Es 
WiBten auBerdem die strukturellen Veriinderungen der Grundsubstanz bei 
lem Einbau eines Aktivators — vor allem bei Mischkristallbildung — beriick- 
ichtigt werden. Aus diesen Griinden ist nicht anzunehmen, da auf diesem 
Vege ein Einteilungsprinzip fiir die Kristallphosphore geschaffen werden 
cann. 

Auch der Einflu8 des Anions auf die Fluoreszenz wird durch die Bildung von 
Quasimolekiilen erklart. GORBATSCHEWA stellte an hochgereinigtem ZnS 
est, daB die bei Anwesenheit von Cl-, Br-. und J-Anionen (F-Ionen zeigen 
reine Reaktion) gebildeten Quasimolekiile blaue bis blauviolette Fluoreszenz 
eigen. Wird das ZnS unter Verwendung von Schmelzmitteln hergestellt, die 
30,-Anionen enthalten, so erscheint gelbe und bei teilweiser Oxydation gelb- 
riine Fluoreszenz. 

Jie optimale Temperatur fiir die Herstellung der verschiedenen Phosphore 
nu8 durch die Bildungstemperatur der Quasimolekiile bestimmt sein, Fiir 
inen ZnS-Luminophor geniigte zur Entstehung der Quasimolekiile Zn-Cl 
ine Temperatur von 950°C, wihrend bei der Verwendung von NaBr und 
NaJ die Lumineszenzzentren Zn-Br bzw. Zn-J sich erst bei 1150° C bildeten. 
Am gelb fluoreszierend2n Cd,P,0,Mn-Phosphor, dem bei der Praparation NaCl 
ils Schmelzmittel zugesetzt wurde, konnte der EinfluB der Glithtemperatur 
yesonders gut gezeigt werden (Tab. VIII). 


Tabelle VIII 


Glihzeit 
(min) 


Gliihtemperatur Fluoreszenz 


700° C 3—4 gelb 


700° C 4—65 oberer Tiegelinhalt: rot 


unterer Tiegelinhalt: gelb 


700° C 


rot 


Jie Veranderung der Fluoreszenz wird darauf zuriickgefiihrt, daB das Cl, das 
ur Bildung der gelb leuchtenden Quasimolekiile notwendig ist, bei lingerem 
irhitzen als CdCl, aus der Reaktionssphiire entweicht. 

Jie Bildung der hypothetischen Quasimolekiile erfolgt bei KONSTANTINOWA- 
\CHLESINGER nur durch den substitutionellen Ersatz des kationischen Gitter- 
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bausteines durch das Aktivatormetall. Fiir diesen Vorgang ist eine Uberein-. 
stimmung der K. Z. von Grundgittermetall und Aktivator erforderlich. — Der 
Einbau des Aktivators auf Zwischengitterplatzen (z. B. ZnSAg, ZnSCu u. a,) 
ist durch die Ausbildung eines Quasimolekiils nicht erklirbar, da eine 
Komplexbildung im bereits ausgebildeten Gitter nicht mehr méglich ist. Die 
Bildung eines Komplexes in Zwischengitterposition bendtigt auBerdem den 
zusitzlichen Einbau von Anionen, wie die Versuche von KROGER und 
SCHLEEDE gezeigt haben, und wie es auch von KONSTANTINOWA-SCHLESINGE 

am ZnS gefunden wurde. | 


5. Wertigkeit des Mn in Mn-aktivierten Luminophoren und deren Konstctution| 


In einer groBen Zahl von Phosphoren wirkt Mn als Aktivator, und viele Unter-) 
suchungen tiber die Art seines Einbaus sind angestellt worden; deshalb sei} 
diesem Element ein besonderer Abschnitt gewidmet. 
Obgleich die Lumineszenz Mn-aktivierter Phosphore der verschiedensten Zu- 
sammensetzung stark variiert, konnte KROGER (1939) auf chemischem Wege 
durch eine besondere Art der Titration und durch physikalische Untersuchun- 
gen beweisen, da diese Phosphore. fast alle das Mn nur in der zweiwertigen 
Stufe enthalten. 


ZnSO,—MnS0O,, CdJ,—MnCl,, MnSiO,; leuchten rot, 

Zn,SiO,—Mn,Si0,, ZnAl,O, zeigen griine Lumineszenz, 

(Zn, Be, Mn).SiO, besitzt je nach der Zusammensetzung griine bisrote Lumines- 
zenZ, 


BRUNINGHAUS (1910) fand bei der Priparation von Ca- und Zn-Boraten, da 
in Gegenwart reduzierender oder oxydierender Gase auch die Luminesze 
eine wechselnde Farbe zeigt und erklirte diese Unterschiede mit verschiedene 
Valenzstadien des Mn. Neuere Untersuchungen von KROGER (1948) brachteni 
als Ergebnis, daB bei den meisten Phosphoren keine Abhiingigkeit der Lumines~ 
zenz von einer reduzierenden oder oxydierenden Atmosphire wahrend der 
Praparation besteht. ; 
Die richtige Erklirung fiir die Beobachtung von BRUNINGHAUS ist wohl ing 
Unterschieden der chemischen Zusammensetzung der einzelnen Kristallite zur 
suchen, die sich beim Schmelzvorgang unter dem Einflu8 der mehr oder weniger’ 
azufillig benachbarten Gemischkomponenten gebildet haben. Dieser schwan- 
kende Aufbau der kristallinen Bereiche beeinfluBt natiirlich stark die Zu- 
sammensetzung und damit die Lumineszenz der Mn’’-Komplexe. 

Ks soll damit jedoch nicht gesagt werden, daB alle Phosphore zweiwertiges Mus 
enthalten, denn bereits TIEDE und VILLAIN (1940) fanden, da das Mg,TiO, 
héherwertiges Mn als Aktivator enthilt. Spiter konnte von KROGER (1947) 
festgestellt werden, dafs auch ZnAl,O, MgAl,0,, a-Al,0, und Verbindungent 
wie SrO - 6 Al,0,, CaQ-6 Al,O;, Na,O-11 Al,O;, die der y-Al,0,-Gruppe 
angehoren, das aktivierende Mn in einer héheren als der zweiwertigen Stufe 
enthalten. 

Im Mg, TiO, wurde durch Titration die Wertigkeit des Mn mit 3 — 4 bestimmt 
Das 4-wertige Mn ist fiir die rote Emission, die eine feine Struktur mit einer 
fiir Mn-aktivierte Phosphore ungewéhnlichen Schiirfe aufweist, verantwort- 
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lich. Durch Vergleich der spektralen Verteilung der Fluoreszenz des Mg,TiO, 
bei einer Aktivierung mit Mn und mit 3-wertigem Cr kann die 4-Wertigkeit 
des Mn gezeigt werden. Die Fluoreszenzspektren dieser beiden Substanzen 
weisen eine solche Ahnlichkeit auf (Abb. 13), wie sie nur fiir die Emission von 
Jonen mit gleicher, iuSerer Elektronenschale (Cr*°+ und Mn‘* haben eine d® 
Konfiguration) in derselben Umgebung zu erwarten ist. 

Die Erzeugung von héherwertigem Mn ist nur durch hohen Sauerstoffdruck 
wihrend der Herstellung zu begiinstigen und wird durch steigende Tem- 
peratur herabgesetzt, da dann ein Zerfall des MnO, iiber das Mn,O, in Rich-- 
tung zu dem bestindigen MnO einsetzt, 

Von besonderem Interesse, auch in theoretischer Hinsicht, sind die industriell 
verwendeten Zn- und (Zn, Be)-Silikatphosphore, die in einer Arbeit von SCHUL- 
MANN (1946) behandelt werden. Die griine Lumineszenz des Zn,S8iO, wird. 


Mg.1r0,-Mn** 9,77 0,.- Cr 3* 


6200 6400 6600 6800 7090 7200 7400 7600 


—_> 


Abb. 13: Fluoreszenzspektrum von Mn4+- und Cr3+-aktiviertem Mg,TiO, (nach Kréger). 


durch Substitution des Zn durch Mn hervorgerufen. Das Zn’ ist im Willemit 
von 4 O0-Atomen umgeben und die Substitution durch Mn gibt zur Entstehung 
von MnO,-Gruppen Veranlassung, die dann fiir die griine Lumineszenz ver- 
antwortlich sind. Steigt die Aktivatormenge iiber die optimale Konzentration 
von 0,04 Mol Mn pro Mol Zn,SiO, an, so sinkt die Intensitat der Lumineszenz- 
strahlung. Dabei verbreitert sich das Emissionsband und eine geringe Ver- 
schiebung nach Rot tritt ein, die bei tiefer Temperatur ebenfalls beobachtet 
wird. Diese rote Lumineszenz ist auf Mn in Zwischengitterplitzen zuriickzu- 
oe ersetzt und das in Zwischengitterplitze 
einwandernde Mn” den Ladungsausgleich herbeifiihrt. 
Formal lassen sich diese Austauschvorgiinge folgendermafen darstellen : 


Zits Dak nC, oe i 
eae ee Ai . 


xZn'° ersetzen xSi'"’, dafiir treten xMn"’ auf Zwischengitterplitze. 2-aZn'" 
und aMn”™ sind Kationen mit der Koordinationszahl 4, die sich mischkristall- 
artig ersetzen k6énnen. 

Wegen des grofen Unterschiedes in den Ionenradien von Zn" (r = 0,83 A) und 
eke durch Zn" selten eintreten 
und die griine Lumineszenz wird iiberwiegen. Beim (Zn, Be),SiO, dagegen 
besitzen die Ionenradien des Si’"*” (r = 0,39 A) und Be” (7 = 0,34 A) eine 
groBe Ahnlichkeit. 

24* 
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Diese Vorgiinge sind ebenfalls formal darstellbar : | 
Zn (2—a—b) Cee eee 
Ms Si 
Be, ion O, 


Bex 

Mnx+pb 
xBe'’ ersetzen xSi'‘""; aBe’’, bMn’’ und (2—a—b) Zn’ befinden sich als 
Kationen im ungestérten Gitter, xMn’ sind auf Zwischengitterplitze ge-_ 
Le substitutierend ersetzt. 


steee 


-lonen durcll | 


die durch MnO,-Gruppen verursachte griine Lumineszenz abnimmt, indem | 
das im Gitter auf normalen Kationenplatzen angeordnete Mn auf Zwischen- 
gitterplaitze abgewandert ist. 


6. Die Bildung komplexer Aktivatorverbindungen in Alkalihalogeniden 


Besonders bei der Gruppe der Alkalihalogenidluminophore ist der Einbau des 
Aktivators in Form von Komplexen durch experimentelle Untersuchungen 
gesichert worden. 

Auf Grund der Anschauung iiber die in Kristallen und Elektrolytlésungen 
wirksamen Krifte vermuteten FROMHERZ und Mitarbeiter (1929, 1937), daB — 
die Entstehung von optisch erregbaren Kristalluminophoren durch Zusatz — 
von Schwermetallsalzen zu Alkalihalogenidsalzen auf eine ahnliche Ursache 
zuriickzutthren ist, wie die Auflésung von Schwermetallsalzen in konzen- — 
trierten Alkalihalogenidlésungen; naimlich auf die einseitige, stark deformie- 
rende Wirkung der Schwermetallkationen auf die umgebenden Halogenan- 
ionen und die dadurch bedingte Assoziation der Einzelionen zu Komplexionen. 
FROMHERZ erbrachte den Beweis, daB auch in schwermetallhaltigen Alkali- 
halogenidkristallen koordinativ gesiittigte Komplexe enthalten sind, in- 
dem er die UV-Absorption solecher Komplexe mit schwermetallhalogenid- 
haltigen konzentrierten Lésungen der Alkalihalogenide verglich (Abb. 14). 
Die wa8rigen Loésungen weisen charakteristische Absorptionsbanden im 
langwelligen UV auf, welche Schwermetallkomplexen von der allgemeinen 
Form (Me™ Hal,)” zuzuordnen sind. Diese Absorptionsbanden stimmen in 
ihrer spektralen Lage und in ihrer Form mit den an Einkristallen der be- 
treffenden aktivierten Alkalihalogenide gemessenen tiberein. — Zu gleichen 
Ergebnissen kamen PRINGSHEIM und VOGEL (1940) bei der Untersuchung 
von Schwermetallkomplexen in wiBriger Lésung. Bei Anwesenheit von Cl’ 
oder Br’, das aus KCl, KBr, CaCl, oder MgCl, stammte, erscheint statt der 
violetten Fluoreszenz des Tl’ in reiner Lésung, eine wesentlich intensivere 
blaue bzw. griinblaue Fluoreszenz, die von den gebildeten (TICI,)/"-Kom- 
plexionen herrtihrt. An den Halogenkomplexen des Pb’* und Sn‘’, die in reiner 
Lésung nicht fluoreszieren, wird unter analogen Bedingungen eine hellgriine— 
Fluoreszenz ausgelist. Beim Pb beobachtet man selbst bei starker Verinderung 
der Cl’-Konzentration stets dieselbe Fluoreszenzbande. Es ist aber nicht zu | 
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entscheiden, ob immer der gleiche Komplex (PbCl,)” in verschiedener Zahl 
oder eine Skala von Komplexen vom (PbCl)’ bis zum (PbCl,)’’ vorliegt. 

HONIGER und RUDOLPH (1940) gelang es durch Zusatz geringer Mengen von 
Halogeniden des zweiwertigen Zinn zu den Alkalihalogeniden lumineszierende 
Verbindungen herzustellen. Der Verlauf der spektralen Erregungsverteilung 
ist fiir alle diese Stoffe ahnlich, und das Absorptionsspektrum setzt sich aus 
dem der tinkristallinen Grundsubstanz und dem der geringe Zinnmengen 
enthaltenden, an Aklalihalogenid gesiittigten Lésung zusammen. In solchen 


200 225 250 275 300 B25 350 An ) 


Abb. 14: 1 ———-— Kristallphosphor KBrPb 
2 ————. Bleikomplex in KBr — PbBr,-Lésung (nach Fromherz). 


Lésungen ist das Zinn als komplexes Ion enthalten. Aus diesem Resultat 
ergibt sich die Folgerung, daB der Bau der Leuchtzentren im Kristal] dem der 
Komplexverbindungen in Lésung ahnlich sein muB. 


HUNIGER gibt folgende Gleichungen fiir den Leuchtvorgang an: 
Absorption: [Sn?*Cl,]’ + 2 Na’ — [Sn*tClL,])’ + Na + Na’ 
Emission: [Sn**Cl,]’/4+- Na+ Na’ — [Sn?*ClL]’ + 2 Na’ 


Der Absorptionsvorgang besteht demnach in dem Ubergang eines Hlektrons 
vom Komplexion [SnCl,]’ zu einem der auBerhalb des komplexen Anions 
stehenden Natriumionen. 

Eine derartige Darstellung wiirde der von SCHENCK fiir den Leuchtvorgang 
in den Sulfidphosphoren ausgesprochenen Ansicht aihne!n. 

Wihrend bei SCHENCK die in Reaktion tretenden Komplexe bekannten Ver- 
bindungen entsprechen, nimmt HUNIGER im [Sn°*Cl,]’ fiir das Sn eine 
anomale Wertigkeit an. Chemisch wahrscheinlicher und der SCHENCKschen 


oper 
7 oe ee 
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Darstellungsweise des Leuchtvorganges entsprechend, ware folgendes Glei- 
chungssystem, das an Stelle des dreiwertigen tiber das vierwertige Sn ver: 


lauft : ; 4 
 (Sn2*Ch]” + 2Na Sa Sn*+Cl, + 2a 


Emission 


Diese Leuchtzentren sind also den Komplexen sebr ahnlich, die aus einem 
Schwermetall als Zentralion und -mehreren in innerer Sphire gebundenen 
Halogenionen aufgebaut sind. Die Frage der Unterbringung dieser Kom- 
plexionen im Grundgitter hat durch die Arbeiten von KONSTANTINOWA- 
SCHLESINGER eine gewisse Klirung erfahren. 1 
RUDOLPH (1939) fithrte diese Untersuchungen mit verfeinerten MeBmethoden — 
fort. Er fand, da& die Ubereinstimmung der Absorptionskurven um so besser — 
wird, je mehr die Konzentration des in Lésung befindlichen Alkalihalogenids 
diejenigen des Schwermetallhalogenids iibertrifft. Das bedeutet aber nichts — 
anderes als die massenwirkungsmiBige Stabilisierung der Komplexe mit hoher 
Koordinationszahl in der Lésung und somit eine Annaherung an die Konzen- 
trationsverhaltnisse des Aktivators im Kristall. 


7. Uber das Strahlungszentrum bei zweifacher Aktivierung durch Seltene Erden 


Die Arbeiten von BRAUER (1946), URBACH (1946) und ANTONOW-ROMA- 
NOWSKI (1946) tiber die gegenseitige Beeinflussung mehrerer Aktivatoren 
haben fiir eine Beschreibung des chemischen Zustandes des Aktivators da- 
durch groBe Bedeutung, daB z. B. im SrSEu,Sm die beiden Seltenen Erden 
Tonencharakter haben und fiir den Phosphoreszenzvorgang einfache chemische 
Gleichungen maBgebend sind. 


Im Grundzustand : 


Ku" Sm 
Bei der Erregung: ” 
Ku + hy, = Eu’ +e 
oe Ae | 
e- + Sm” = Sm | 
. i | 
Im erregten Zustand : | 
Ru Sn 
Beim Nachleuchten : 
Sm" (+ hy.) = Sm*** +. e- 
eo + Bu. = Hn 4 boa, 


Im SrSKu,Sm-Phosphor wird durch die Anregung ein Elektron vom Eu ab- 
gespalten und im erregten Zustand am Sm gebunden, Das Eu iibernimmt 
also die Funktion des Hauptaktivators, wiihrend das Sm den Hilfs- oder ' 
Koaktivator bildet. | 
Bei den Seltenen Erden sind die fiir alle optischen Vorgiinge maBgebenden 


lektronen gegen iuBere Hinfliisse durch die besondere Anordnung ihrer | 
Klektronenbahnen isoliert, | 
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insichtlich der chemischen Symbole sei an dieser Stelle ganz allgemeingiiltig 
merkt, daf man in einem Luminophor nicht der Formel entsprechende, 
solierte lonen vorliegen hat, sondern daB sich die ganze Umgebung des 
itters an der Umsetzung mitbeteiligt, denn die Umladung irgendeines 
itterbestandteiles stért auch die Gleichgewichtslage der Nachbarn. 


8. Beeinflussung der Lumineszenzzentren durch Kristallwasser 


Bei der Anregung mit Ultraviolett zeigen viele wasserhaltige, farblose Salze eine 
leuchtend blaue Lumineszenz, die nicht nur bei wasserléslichen Verbindungen, 
sondern z. B. auch bei der Kieselsiiure auftritt. 

Das Wasser kann jedoch im Kristallgitter mehr oder weniger stark gebunden 
sein. Als ,,komplex gebunden‘‘ werden nur die Wassermolekiile bezeichnet, 
die eindeutig einem bestimmten Ion, in dessen Nachbarschaft sie liegen, zu- 
geordnet werden kénnen. 

Bei Untersuchungen an Lik fand EWELs (1930), daB die Intensitaét des 
emittierten blauen Lichtes dann zwei Maxima zeigt, wenn die analytische 
Zusammensetzung des Salzes dem Lif -H,O entspricht. Durch eine der- 
artige Wasseraufnahme kann die Kristallstruktur des betreffenden Salzes 
geiindert werden. Es ist aber auch denkbar, daB im Kristall bereits vorhandene 
Fremdstoffe durch die Anderung der Kristallstruktur und die damit ver- 
bundenen verinderte Koordinierung der Gitterbestandteile Aktivatoreigen- 
schaften erlangen, so dafi der Hinbau von Wasser nur sekundiire Bedeutung 
hat, und das Wasser nicht direkt als Aktivator wirkt. 

In diesem Zusammenhang sei auf eine Moglichkeit zur Deutung der Lumines- 
zenz der von WIEDEMANN (1895) aus wiBriger Lésung gewonnenen Lumino- 
phore (Sulfate, Karbonate und Nitrate zahlreicher Metalle, vor allem der 
Alkalien und der Erdalkalien) hingewiesen, die ja gréBtenteils kristallwasser- 
haltige Salze bilden. 


9. Zur Beeinflussung durch Nahkrdfte. 


(Die Arbeiten von REICHARDT und BONHOEFFER iiber Nahkrifte in Fliissig- 
keiten.) 


Am Schlu8 dieses Kapitels sei noch auf die Untersuchungen von REICHARDT 
und BONHOEFFER (1932) iiber Wechselwirkung zwischen Fliissigkeiten und 
gelistem Quecksilber hingewiesen, da diese fiir den Zustand des Aktivators 
insofern besondere Bedeutung besitzen, als sie die Beeinflussung des in ge- 
ringer Konzentration vorliegenden Metalls durch die Umgebung zeigen. 

Die erwiihnten Autoren stellten fest, daB beim Lésen von Quecksilber in 
Wasser, Methano! oder Hexan in der Niihe der Quecksilberlinie 2537 A zwei 
Absorptionsstreifen auftreten, die auf eine Aufspaltung dieser Linie im elek- 
trischen Feld der Lésungsmittelmolekiile zuriickzufiihren sind. Auch WEBLUS 
(1949) konnte diese Erscheinung an in Wasser geléstem Quecksilber beob- 
achten. Er kommt ebenfalls zu dem SchluB, daB die Aufspaltung durch einen 
Ordnungszustand der Fliissigkeitsmolekiile verursacht wird. 

Mit Temperaturabnahme und damit verbundener Dichtezunahme nimmt die 
Aufspaltung zu und erreicht einen Grenzwert. 
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Der Ordnungszustand kann einmal durch eine allgemeine Ausrichtung ler: 
Flissigkeitsmolekiile in der Umgebung des Quecksilberatoms bedingt sein, 
deren gegenseitige Beeinflussung in einer Nahordnung besteht, die durch di : 
geometrische Gestalt und durch die elektrostatische Wechselwirkung polare 

Molekiile verursacht wird. Zum anderen kann auch eine selbstaéndige Komplex : 
verbindung vorliegen, in der das Quecksilber von einer bestimmten Anzah | 
von Flissigkeitsmolekiilen umgeben ist, deren Anordnung durch das Queck< 
silberatom bedingt wird. 
Beide Modelle erlauben den thermischen Verlauf der Aufspaltung durehi 
Desorientierung qualitativ zu erkliren: Bei der Nahordnung treten in orien- 
tierten Fliissigkeiten — wie im Festkérper — Desorientierungsumwandlungem 
auf, wenn die thermische Energie die der Bindungsenergie tibersteigt. Die 
Umwandlung Orientierung —> Desorientierung vollzieht sich bei einer. be+ 
stimmten Umwandlungstemperatur. Im zweiten Fall ergibt der Zerfall der 
Komplexe durch eine Temperaturerhéhung den Zusammenbruch der Ord 
nung. 
Ks een sich hieraus interessante Analogien zum Aktivatoreinbau und auch 
zum Verléschen der Lumineszenz beim Erhitzen lumineszierender Verbin. 
dungen herstellen. 


ll. Der kolloidale Zustand des Aktivators 


1. Die Lehre von den Pyrosolen und thre Anwendung auf das Verhalten de: 
Aktivators im Kristallphosphor 


Die wichtigste Darstellungsmethode fiir Luminophore ist die Durchfiihrun 
eines chemischen Prozesses bei hohen Temperaturen. Daraus ergab sich di 
Vorstellung von der wesentlichen Rolle des dispersen Zustandes unter dieser 
Bedingungen. 
So kann Silber im Glas in Ionenform gelést oder als Kolloid vorhanden sein > 
in beiden Fallen fluoresziert es nicht. Durch eine bestimmte Behandlung: 
nimlich durch Einwirkung von Wasserstoff bei 100°, entstehen in solcher: 
Glisern metastabile, ,,atomare‘t Silberteilchen, und es wird bei Einwirkung 
von UV eine Strahlung ausgesandt. 

Kupferglaser zeigen eine blaue Fiirbung, wenn sie das Kupfer in Ionenfornr 
enthalten; grobdisperse Kolloidteilchen verleihen ihm dagegen eine rote Far 
bung. Beim Tempern des Glases in einer H,-Atmosphire kann man jedoch das 
Kupfer in einem ganz bestimmten Verteilungsgrad erhalten, auf dem did 
Fluoreszenz eines solchen Glases beruht. | 
Da der weitere Gegenstand unserer Betrachtungen die dispersen Gebilde im 
Luminophoren sein werden, ist es nétig, kurz auf dieses Teilgebiet der Kolloid 4 
chemie einzugehen. Unter Pyrosolen versteht man erstarrte Salzschmelzen ! 
die kolloidal geléstes Metall enthalten; sie wurden von LORENZ und EITEI) 
(1926) eingehend untersucht. Zu diesem Gebiet gehéren die Metallnebelbildung. 
in den Schmelzen, die Lislichkeit der Metalle in diesen und die eventuellé 
Bildung von niedrigeren Wertigkeitsstufen; ein Komplex von Erscheinungen 
die den geschmolzenen Salzen bei Gegenwart von Metallen eigentiimlich sind. 


! 
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Die Lehre von den Pyrosolen ist bisher nur in einer Arbeit, niimlich der von 
TSCHEREPNJOW (1951), auf die Strahlungszentren in Luminophoren ange- 
wandt worden. In diesem Zusammenhang sei aber noch auf das Ergebnis hin- 
gewiesen, da LORENZ und FausTI (1904) bei der Untersuchung des Pb- 
Nebels in einer KCl-PbCl,-Schmelze erhielten: Beim Erhitzen einer PbCl,- 
Schmelze mit Pb als Bodenkérper entstehen Pb-Nebel, die aber beim Zusatz 
von KCl regelmaBig unterbleiben. Die Nebelbildung hért bei einer Zusammen- 
setzung der Schmelze von 2 Mol PbCl, auf 1 Mol KCl véllig auf. Diese Zu- 
sammensetzung entspricht aber dem Komplex K[Pb,Cl,]. Es scheinen dem- 
nach dieselben Nebenvalenzen, die zur Bildung des Komplexes fiihren, sich 
auch bei der Bildung des Pyrosols zu betatigen. Man kann sich also fiir die 
Pyrosole ein analoges Anlagerungsschema von Pb an PbCl, vorstellen, ent- 
sprechend der Formel (Pb), - PbCl,. Der gleiche Formeltyp wird von TSCHE- 
REPNJOW beim thermischen Zerfall des CuCl, in einem Luminophor gefunden. 
Chloridschmelzen machen in dem System ZnS—CuCl, mit ihrer chlorierenden 
Wirkung das Ausfallen des grobdispersen Cu riickgiingig oder verhindern seine 
Freisetzung. Beim CuCl, ist der Zerfall unter Bildung einer niedrigeren Wertig- 
keitsstufe unter Abspaltung von Chlor bekannt und es sind folgende Prozesse 
méglich: 
2CuCl, — 2 CuCl + Cl, 


+ 
CuCl, + Cu 


Es werden also in beiden Fallen schlieBlich Komplexe der allgemeinen Formel 
(Me), - Me!!Cl, gebildet und es sei an dieser Stelle nochmals auf die Arbeit 
von BUBE hingewiesen, in der die Bildung des Komplexes CuCl - Cu ebenfalls 
wahrscheinlich gemacht wurde. 

Interessant sind auch die Untersuchungen von TSCHEREPNJOW und DOBROL- 
JUBSKAJA (1949) an einer Reihe von ZnS-Luminophoren, die unter Verwen- 
dung verschiedener FluBmittel und mit unterschiedlichem Cu-Aktivatorgehalt 
hergestellt wurden. Im Falle geringer Cu-Konzentrationen (10-5 Gewichts- 
prozent) war das Leuchten griin und zeigte ein Nachleuchten; bei hdherer 
Konzentration (10-4 Gewichtsprozent) war es blau und ohne Nachleuchten; 
bei Zusatz von Chloriden wurde nur das griine Leuchten beobachtet. Die Er- 
klarung dieser Erscheinung wurde unter Anwendung der Hypothese von der 
Existenz disperser Aktivativatorteilchen versucht. Der Umschlagpunkt vom 
griinen zum blauen Leuchten war ziemlich scharf ausgeprigt, so daB angenom- 
men werden konnte, da% hier das Cu aus dem feindispersen (quasiatomaren) 
in den grobdispersen Zustand iibergeht. Dadurch verschwindet die griine 
Lumineszenz des Cu, wihrend die Bedingungen fiir das blaue Eigenleuchten 
des dispersen Zn bestehen bleiben. In einer spiiteren Untersuchnng (1951) 
wurde von beiden Forschern die Bildung der dispersen Aktivatorteilchen 
genauer verfolgt. Kupfersalzlésungen, die dem System zugesetzt wurden, 
lieferten durch Reaktion im festen Zustand CuS, das bei weiterer Erhoéhung 
der Temperatur in Cu,S zerfiel. Das Vorhandensein von Cu,S war an dem 
orangefarbigen Leuchten des bei 600° gegliihten Gemisches zu erkennen, Bei 
Steigerung der Gliihtemperatur entstehen durch Zerfall des Cu,S disperse, 
lumineszierende Cu-Teilchen. Bei anhaltendem Erhitzen und erhéhter Konzen- 


a 
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tration des Aktivators erfolgt eine Koagulation der feindispersen Cu-Teilchen, 
und es erscheint das blaue Leuchten des Zn. Bei weiterer Erhohung des Cu- 
Gehaltes tritt erneute Peptisation (Wiederauflésung) ein. j 
In der folgenden Tab. 1X sind diese Erscheinungen nochmals zusammen- 
gefaBt. ‘ 


2 CuS Tabelle LX 
1 00" 

Cu,S + S Orangefarbige Fluoreszenz des Cu,S. 
ul > 600° 

2Cu+ 8S Griine Fluoreszenz des dispersen Cu. 
a Koagulation durch langeres Erhitzen. 

(Cua Blaue Fluoreszenz des dispersen Zn. 
a Peptisation 
Cu Griine Fluoreszenz des dispersen Cu. 


Zusammenfassend kann man sagen, dafs wihrend des thermischen Stadiums 
der Herstellung der Luminophore die Komponenten, die sich zur Bildung des. 
dispersen Zustandes verbinden, in mannigfache Wechselwirkung miteinander 
treten. Bei Abkiihlung des Systems fixieren sie sich in Form komplizierter 
Strukturen, ebenso wie bei der Bildung fester Lésungen und Legierungen. Es 
entstehen Strahlungszentren als komplizierte Gebilde im Kristallgitter der 
Grundsubstanz. 


1V. Der Aktivator, ein Einzelatom? 


1. Der Versuch BunveEts zur Widerlegung der Auffassung von der komplexen 
Natur des Aktivatorzentrums 


Bei kolloidchemischer Betrachtungsweise scheint eine Beeinflussung bzw. Ver- 
anderung der Nachbarschaft durch Komplexbildung zwischen dem Aktivator 
und der Verbindung, aus der dieser durch thermische Reaktion entstand (z. B. 
(Me)n - Me™ Cl,) in einigen Fallen nicht ausgeschlossen. 

Diese Anschauung steht aber im Gegensatz zu der von BUNDEL (1951) ver- 
tretenen, da bei ihm der Aktivator nur als Einzelatom im Kristallgitter exi- 
stiert. Noch stirker mu aber BUNDEL zur KROGERschen Anschauung vom 
komplexen Aufbau des Strahlungszentrums im Widerspruch stehen. Eine 
Stiitze fiir seine Hypothese findet BUNDEL vor allem in der Tatsache, daB von 
verschiedenen Forschern die von KROGER dargestellten Phosphore auch ohne 
Anwesenheit von Koaktivatoren hergestellt werden konnten. 

CoustaL und PREVET (1929) stellten durch direkte Vereinigung von pulver- 
formigem Zn und § einen ZnS-Phosphor her. Gewohnlich wird dabei ein 
Zn8Cu-Phosphor erhalten, infolge der Anwesenheit von Cu-Spuren im Zn. 
ROTHSCHILD (1946) beschreibt die Herstellung eines ZnSZn-Phosphors durch 
Reduktion von ZnSO, mit Wasserstoft. 

Im Auffinden von nichtmetallischen Aktivatoren (z. B. Si im AIN, Se und P 


im Zn§8) sieht BUNDEL einen Beweis dafiir, daB nicht in allen Fillen eine 


Komplexbildung mit einem Metall zur Aktivierung ndtig ist. 
Die an anderer Stelle beschriebenen Diffusionsversuche von TIEDE sind fiir 


BUNDEL ebenfalls fiir die Tatsache beweisend, daB nur Atome als Aktivatoren | 


| 
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im Wirtsgitter vorhanden sein kénnen. Die hohe Diffusionsgeschwindigkeit 
bei den verhiltnismiBig tiefen Temperaturen ist mit der Hypothese der 
omplexbindung der Aktivatoratome in den Kristallphosphoren unvereinbar, 
da unter diesen Bedingungen nur die einfachen Atome oder Ionen des Metalls 
eine geniigend hohe Diffusionsgeschw indigkeit besitzen. Eine nachtriigliche 
Komplexbildung im Inneren der Kristalle schaltet BUNDEL mit dem Hinweis 
auf eine hierbei zu fordernde genaue Fixierung des Komplexes im Kristall aus. 
Es ist nimlich nach einer Arbeit von BUNDEL und RUSSANOWA (1949) még- 
lich, das im ZnS iiberstéchiometrisch vorhandene, aktivierende Zn durch 
Erhitzen im Vakuum zu entfernen. Die Lumineszenzeigenschaften gehen hier- 
bei verloren, sind aber durch erneutes Gliithen bei normalem Druck wieder 
herstellbar. Auch iiberstéchiometrisches Cd konnte nach der gleichen Methode 
aus (Zn,Cd)S entfernt werden. Diese Versuche beweisen, daB die Aktivator- 
atome Zn oder Cd im stéchiometrischen UberschuB, im Gitter des Phosphors 
leichter beweglich sind undvollstindig ausihm entfer ntwerden kénnen ,wennman 
fiir ihre stiindige Abfuhr von der Kristalloberflache sorgt. Dieses Verfahren 
ist aber nur bei Metallaktivatoren mit hohem Dampfdruck anwendbar. 
Kin Halophosphatluminophor, der von BUNDEL im Vakuum lingere Zeit bei 
900° gegliht wurde, gab seinen gesamten Gehalt an aktivierenden Sb ab, so 
da8 dieses in den kalten Teilen der Apparatur chemisch-analytisch nachge- 
wiesen werden konnte. 
Die angefiihrten Tatsachen bestitigen also insofern die BUNDELsche Aut- 
fassung, als der angenommene komplexe Charakter der Lumineszenzzentren 
zumindest im Falle des ZnS, (Zn,Cd)S und der Sb-aktivierten Halophosphate 
nicht mit den Versuchsergebnissen tibereinstimmt. Die Annahme, da die 
Aktivatoren iiberst6chiometrische Atome im Gitter der Grundsubstanz sind, 
steht in guter Ubereinstimmung mit der Higenschaft der Kristallphosphore 
und der Kinetik ihrer Bildung. So wird durch den atemaren Charakter der 
aktivierenden Substanz ihre groBe Diffusionsgeschwindigkeit in das Gitter 
des ZnS sehr gut erklart. 
Es war méglich, in das ZnS-Gitter nahezu 1°% Cr einzubauen; TSCHEREPNJOW 
(1948) gelang es, ZnSSn-Phosphore herzustellen, die iedoch wegen der An- 
wesenheit geringer Fe-Mengen eine stark geschwachte Zn-Bande und eine 
a&uBerst schwache Fe-Bande zeigten. Weder der Cr- noch der Sn-aktivierte 
Phosphor wies gegeniiber dem ZnSZn besondere Kigenschaften auf. Die Triag- 
heit dieser beiden Elemente kann aber kaum im Sinne der Theorie der Kom- 
plexbildung gedeutet werden, da fiir Cr und Sn eine erhéhte Neigung zur 
Komplexbildung wohlbekannt ist. 


Y. Grundsiatzliches ititber den Bau und den chhemischen Zustand 
des Leuchtzentrums 


Zusammenfassung 


In den bisherigen Betrachtungen wurden die Auffassungen tiber den chemi- 
schen Zustand des Aktivators in folgende drei Gruppen eingeteilt: 

1. Die Aktivatoratome bilden mit dem Grundgitter Komplexe, 

2. die Aktivatoren werden kolloiddispers in das Grundgitter eingelagert, 
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3. die Aktivatoren dringen in das Grundgitter ein, ohne mit dessen Bestand- 
teilen in Wechselwirkung zu treten. : 


= | 
Dieses Einteilungsprinzip kann aber verlassen werden, da nach neuerer An- 
schauung in allen Kristallphosphoren die Valenz und der Grad der Ionen- und 
Kovalenzbindung des Aktivators bzw. sein energetisches Verhalten durch 
die Zusammensetzung und Struktur des Wirtskristalls und auch durch den 
strukturell bedingten Sitz des Aktivators im Grundgitter stark beeinfluBt 
wird. 
Die kolloidchemischen Deutungsversuche haben mit dem komplexchemischen | 
so viel Gemeinsames — es sei nur auf die iibereinstimmenden Ergebnisse beim 
CuCl. Cu hingewiesen —, daf sie mit diesen zusammengefaBt werden konnen, 
obgleich zu ihrer Erklirung von unterschiedlichen theoretischen und experi- - 
mentellen Tatsachen ausgegangen wurde. | 
Die bei der Untersuchung aktivierter Alkalihalogenide gewonnenen Ergebnisse § 
sprechen auf jeden Fall dafiir, daB die Ubereinstimmung der Absorptions- - 
spektren von Lésung und Kristall auf eine gleiche Koordination des Fremd- 
metallatoms hinweist, wenn man nicht sogar definierte chemische Komplexe 
annehmen darf. 
BUNDEL kann mit der Annahme, da der Aktivator als freibewegliches Einzel- 
atom im Grundgitter eingebettet ist, das Eindiffundieren des Aktivatormetalls 
und seine Entfernung durch Erhitzen des Phosphors im Vakuum, recht be- 
friedigend erklaren. Wenn er auch deshalb den von KROGER zum Aufbau von 
Leuchtzentren geforderten gleichzeitigen Einbau von Koaktivatoren ablehnt, 
so setzt BUNDEL jedoch ein tiberstéchiometrisch eingebautes Atom nicht 
einem Strahlungszentrum gleich. Er spricht die Vermutung aus, daf der 
tiberstéchiometrisch eingebaute Aktivator auch in eine energetische 
Wechselwirkung mit dem ihm umgebenden Gitter tritt. Es besteht also: 
gegenwirtig aller Grund zu der Annahme, daB das beim GliihprozeB ge-. 
bildete Strahlungszentrum einen komplizierten Bau besitzt. Es wird neben: 
der Aktivatorsubstanz auch noch von anderen Komponenten gebildet. Eine: 
bestimmte Aktivatorsubstanz lost daher bei ihrem Einbau in verschiedene: 
Wirtsgitter eine Lumineszenz von unterschiedlicher spektraler Verteilung und} 
Intensitat aus. Das Aktivatoratom wird beim Eintritt in verschiedene Grund-- 
substanzen jedesmal in eine andere Umgebung versetzt. Bei seiner Wechsel-. 
wirkung mit den Bestandteilen des Grundgitters wird es zu ganz verschiedenen : 
Komplexen zusammentreten kénnen, deren Bildung von den Radien, Wertig-- 
keiten und Koordinationszahlen des Aktivators und der Grundgitterbausteine 
abhiingen, 
Zum tieferen Kindringen und fiir endgiiltige Entscheidungen in den Fragen 
um den Bau der Strahlungszentren mii®ten in stiirkerem MaBe die: 
Ergebnisse und die experimentellen Methoden der Koordinationslehre, der: 
Kolloidchemie und der Verbindungen mit anormaler Wertigkeit herangezogen 
werden. 


Berlin, Il. Physikalisches Institut der Humboldt-Universitiit. 
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Die Schriftenreithe wendet sich an die weiten Kreise derer, die an wissenschaftlichen For- 
schungsarbeiten Anteil nehmen, um sich tiber die neuesten Ergebnisse der Forschung zu 
unterrichten. — Bedeutende Fachgelehrte behandeln hier in allgemeinverstdndlichen Schriften 
von hohem wissenschaftlichem Niveau Themen, die jeden angehen. 


Prof. Dr. HANS KIENLE 
Die MaBstiabe des Kosmos Heft 24 » 30 Seiten - 1948 - DM 1,50 


Die Schrift ist nach Form und Inhalt leicht verstandlich und auf einen groBen Leser- 
kreis eingestellt, dem die Formelsprache der Wissenschaft fernliegt. Der Kosmos wird 
in seinen raumlichen und zeitlichen MaSstaben dem menschlichen Vorstellungsver- 
mégen nahegebracht, Es werden nicht nur klare Definitionen der astronomischen MaB- 
stabe gegeben, sondern auch durch lebendige, anschauliche Modelle und Vergleiche 
die raumlichen Abstande, die zeitliche Dauer und die MaBe und Gewichtsverhaltnisse 
im Universum unserem Erleben nahegebracht. So ist die Schrift ebenso fir den Laien 
lesenswert wie fiir Fachleute, da sie ein wirkliches, plastisches Bild der GréBenver- 
haltnisse in unserem Kosmos vermittelt, und ihre Lektiire den Leser mit Bewundern 
und Ehrfurcht vor dem gestirnten Himmel erfillt. 


Prof. Dr. KARL-FRIEDRICH BONHOEFFER 
Uber physikalisch-chemische Modelle von Lebensvorgiingen 


Heft 29 - 20 Seiten - 1948 . DM 2,— 


In einer méglichst allgemeinverstandlichen Darstellung werden Modellvorstellungen 
fiir die allgemeinsten biologischen Vorgange besprochen. Fiir die Vorgange bei der 
Muskelkontraktion werden die réntgenographisch ermittelten Molekiilmodelle des 
Myosinmolekils nach Astbury diskutiert. Die Rolle der Fermente als Reaktionspartner 
von Zwischenreaktionen im Stoffwechsel wird an Hand des Warburgschen ,,Atmungs- 
fermentmodells** erlautert. Auf die Langenbeckschen Fermentmodelle wird kurz ein- 
gegangen. Das Problem der Reduplikation identischer Molekile beim Wachstum wird 
einerseits im Zusammenhang mit den Vorstellungen von Friedrich-Freksa, andererseits 
mit den Versuchen von SchmalfuB und Langenbeck aber Zuckerbildung in alkalischen 
Formaldehydlésungen diskutiert. Den AbschluB dieser Schrift bilden Modellvorstel- 
lungen, die man zum Verstandnis der physiologischen Erregungsvorgange entwickelt 
hat. Es wird gezeigt, weshalb das Modell! der Ziindschnur oder der Fortpflanzung einer 
Flamme in einem explosiblen Gemisch wirklich fiir das Verstandnis der Nervenleitung 
einen Beitrag liefert und wie die vorziigliche Wiedergabe der meisten Erscheinungen 
der Irritabilitat durch das sogenannte Lillicsche Modell zu verstehen ist. 
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sen F ‘ragen zur Theorie der Laniinoke ane Kristalle 


(Ubersetzung aus dem Russischen) | 


"XI und 298 Seiten - 123 Abbildungen - 1953 - in Ganzleinen DM 19, = 


Weit tiber den Rahmen des speziellen Titels hinaus gibt der Verfasser eine Monographie 
der Leuchterscheinungen in festen Kérpern und zeigt, wie man daraus wichtige Riick- 3 
schliisse auf das Problem des Baues der festen Kérper iberhaupt ziehen kann. Der vor- 
liegende Band ist ein gutes Beispiel fiir eine umfassende Darstellung eines engen Teil- 
gebietes der Physik, bei der auch entscheidende Fragen gréSerer Bedeutung einer Losung _ 
zugefibrt werden. 

Da eine eingehende Darstellung der Theorie der Lumineszenz bisher nicht vorliegt, kann 


diese Arbeit aus der Wawilowschen Schule auf um so gréBeres Interesse rechnen, als die 


Kristallphosphore mittlerweile auch technische Bedeutung gewonnen haben und die Physik 
des festen Kérpers eine der ,, Wachstumsspitzen® physikalischer Erkenntnis darstellt: 


D. IWANENKO / A. SOKOLOW 
Klassische Feldtheorie 


(Ubersetzung aus dem Russischen) 


XII und 347 Seiten - 15 Abbildungen - 1953 - in Ganzleinen DM 19,— 
Das Buch ist der klassischen (nichtquantentheoretischen) Feldtheorie gewidmet. Es ver- 
wendet jedoch mathematische Methoden, die die Quantentheorie entwickelt haben. Ins- 
besondere wird gezeigt, wie man mit Hilfe der 6-Funktion eine Greensche Funktion 
definieren und mit diesen Methoden eine Reihe von Problemen der klassischen Elektro- 
dynamik von zum Teil hervorragender praktischer Bedeutung lésen kann. 
Es werden erdrtert: die Probleme der Theorie des ,, Uberlichtelektrons** von Tscherenkow, 
die nichtlineare Elektrodynamik, die FeldmaBe, die Theorie des A-Prozesses und des 
Bifeldes, die Theorie des ,,leuchtenden‘‘ Elektrons. Das letzte Kapitel umreiBt die Probleme 
der klassischen Mesondynamik und der Gravitationstheorie. 
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